
Математические 
исследования ЭЧ 
электростанций и 

инженерное проектирование 
с применением ЭВМ



•Научные исследования могут носить теоретический и 
экспериментальный характер. 
•Научное исследование - процесс изучения, эксперимента, разработки и 

проверки теории, связанный с получением научных знаний. Различают 
фундаментальные и прикладные научные исследования. 
•Фундаментальные научные исследования - экспериментальная или 

теоретическая деятельность, направленная на получение новых знаний 
об основных закономерностях строения, функционирования и развития 
человека, общества, окружающей природной среды. 
•Прикладные научные исследования - исследования, направленные 

преимущественно на применение новых знаний для достижения 
практических целей и решения конкретных задач.
•Один из видов научного исследования является моделирование.



• Научные исследования часто осуществляются с помощью моделирования.
• Моде́ль (лат. modulus — «мера, аналог, образец») — это упрощённое 

представление реального устройства и/или протекающих в нём процессов, 
явлений. (Вики)

• Модели́рование — это изучение объекта посредством моделей с переносом 
полученных знаний на оригинал. Физическое (предметное) моделирование 
— создание моделей уменьшенных копий с определённым дублирующими 
оригинальными свойствами. Мысленное моделирование — с 
использованием мысленных образов. Математическое моделирование – 
замена реальной системы на абстрактную, в результате чего задача 
превращается в математическую, поскольку состоит из набора конкретных 
математических объектов. Знаковое или символическое — представляет 
собой использование формул, чертежей. Компьютерное моделирование — 
моделью является компьютерная программа. Компьютерное моделирование 
- инструмент математического моделирования.



•Построение и исследование моделей, то есть моделирование, облегчает 
изучение имеющихся в реальном устройстве (процессе, …) свойств и 
закономерностей. Применяют для нужд познания (созерцания, анализа 
и синтеза).
•Моделирование является обязательной частью исследований и 

разработок, неотъемлемой частью нашей жизни, поскольку сложность 
любого материального объекта и окружающего его мира 
бесконечна вследствие неисчерпаемости материи и форм её 
взаимодействия, — как внутри себя, так и с внешней средой.
•Одни и те же устройства, процессы, явления и т. д. (далее — 

«системы») могут иметь много разных видов моделей. Как следствие, 
существует много названий моделей, большинство из которых 
отражает решение некоторой конкретной задачи. Ниже приведена 
классификация и дана характеристика наиболее общих видов моделей.



• Моделирование всегда предполагает принятие допущений той или иной степени 
важности. При этом должны удовлетворяться следующие требования к моделям:

∙ адекватность, то есть соответствие модели исходной реальной системе и учет, 
прежде всего, наиболее важных качеств, связей и характеристик. Оценить 
адекватность выбранной модели, особенно, например, на начальной стадии 
проектирования, когда вид создаваемой системы ещё неизвестен, очень сложно. В 
такой ситуации часто полагаются на опыт предшествующих разработок или 
применяют определённые методы, например, метод последовательных 
приближений;

∙ точность, то есть степень совпадения полученных в процессе моделирования 
результатов с заранее установленными, желаемыми. Здесь важной задачей является 
оценка потребной точности результатов и имеющейся точности исходных данных, 
согласование их как между собой, так и с точностью используемой модели;

∙ универсальность, то есть применимость модели к анализу ряда однотипных систем 
в одном или нескольких режимах функционирования. Это позволяет расширить 
область применимости модели для решения большего круга задач;



•В последние годы широкое распространение получило 
компьютерное моделирование различных объектов и процессов, 
позволяющее получить новое знание с наименьшими затратами 
по сравнению с физическим моделированием. Однако результаты 
такого моделирования должны проверяться, либо путем 
наблюдений за реальными объектами, либо с помощью все того 
же физического моделирования. В то же время, предварительные 
результаты, полученные с помощью компьютера, позволят 
наиболее рационально провести натурные исследования.



• Под компьютерной моделью понимают: 
• - условный образ объекта или некоторой системы, описанный с помощью 

взаимосвязанных компьютерных таблиц, блок-схем, диаграмм, графиков, 
рисунков, анимационных фрагментов, гипертекстов и т. д. и отображающий 
структуру и взаимосвязи между элементами объекта – структурно-
функциональная модель; 

• - отдельную программу, совокупность программ, программный комплекс, 
позволяющие с помощью последовательности вычислений и графического 
отображения их результатов воспроизводить (имитировать) процессы 
функционирования объекта при условии воздействия на него различных 
(включая случайные) факторов – имитационные модели. 

• Компьютерное моделирование физических процессов, адекватно отражающее 
действительность, может базироваться только на результатах наблюдений, 
проводимых в реальной жизни. Такие наблюдения сейчас проводятся тоже с 
использованием компьютеров. 



•Эксперименты и моделирование с использованием компьютеров могут 
осуществляться на базе многочисленных программ, существующих в 
настоящее время. Как показала практика последних лет, для целей 
обучения и практического использования наиболее целесообразно 
использование программной системы MATLAB, получившей широкое 
распространение в университетах и научных лабораториях мира. На ее 
базе создана также система мультифизического моделирования с 
использованием метода конечных элементов COMSOL Multiphysics. 
Эти две системы позволяют производить вычисления и моделирование 
в связке друг с другом, что позволяет решать широкий круг задач и 
дает в руки исследователя мощный инструмент. Тем самым 
обусловлено направление, принятое в изложении материалов 
последующих глав.



•Компьютерное моделирование заключается в 
составлении и отладке на компьютере вычислительной 
модели и проведении на этой модели серии 
вычислительных экспериментов. Целью таких 
экспериментов является анализ, интерпретация и 
сопоставление результатов моделирования с реальным 
поведением изучаемого объекта, а также, при 
необходимости, последующее уточнение модели и т. д. В 
дальнейшем такие модели могут использоваться для 
прогнозирования ситуаций, не встречавшихся ранее.



• Компьютерное моделирование является одним из эффективных методов 
изучения сложных систем. Компьютерные модели проще и удобнее 
аналитических, они позволяют проводить так называемые вычислительные 
эксперименты в условиях, когда реальные эксперименты затруднены из-за 
финансовых и физических препятствий или могут дать непредсказуемый 
результат (например, ядерный взрыв). Логичность и формализованность 
компьютерных моделей позволяет выявить основные факторы, 
определяющие свойства изучаемого объекта, в частности, исследовать отклик 
моделируемой физической системы на изменения ее параметров, начальных 
условий или воздействий на эту систему. 

• В последнее время моделирование физических систем осуществляется на 
компьютерах с использованием численных методов, в которых точное 
решение заменяется его численными аппроксимациями. К таким методам 
относятся метод конечных элементов и метод конечных разностей. 



Метод конечных элементов



•Одним из возможных методов компьютерного моделирования 
является метод конечных элементов (МКЭ). Метод конечных 
элементов завоевал всеобщее признание как весьма эффективный 
метод решения самых разнообразных задач математической 
физики и техники. Высокая популярность этого метода 
объясняется простотой его физической интерпретации, а также 
ясностью и четкостью численного алгоритма, что существенно 
облегчает программирование сложных задач математической 
физики. В своей основе этот метод является вариационным. Его 
возникновение и развитие связано с классическими работами Б. 
Г. Галеркина, И. Г. Бубнова и В. Ритца. 



 
•Идея метода конечных элементов: разбиение исследуемой 
области на треугольники или элементы другой формы. 

•Метод конечных элементов основан на локальной аппроксимации 
решения кусочно-полиномиальными функциями. Исходная 
область разбивается на подобласти стандартного вида, в качестве 
которых в двумерном случае выступают треугольники или 
четырехугольники. Делая подобласть достаточно малой либо 
выбирая достаточно высокую степень полиномов, которыми 
осуществляется аппроксимация решения, можно добиться того, 
чтобы аппроксимирующая функция достаточно точно передавала 
локальное поведение решения. 



•Этот метод может применяться для областей 
произвольной формы и граничных условий общего 
вида, причем возможно нерегулярное разбиение 
области. Таким образом, на расположение 
элементов при разбиении области не 
накладываются ограничения, что позволяет 
применять метод конечных элементов для 
широкого круга областей без использования 
глобальной фиксированной системы координат.



•Метод широко используется для решения задач механики 
деформируемого твёрдого тела, теплообмена, 
гидродинамики, электромагнитных полей и других. 
Возникновение метода конечных элементов связано с 
решением задач космических исследований в 1950-х годах 
(идея МКЭ была разработана советскими учёными ещё в 
1936 году, но из-за неразвитости вычислительной техники 
метод не получил развития). Этот метод возник из 
строительной механики и теории упругости, а уже затем 
было получено его математическое обоснование. 
Существенный толчок в своём развитии МКЭ получил в 
1963 году после того, как было доказано, что его можно 
рассматривать как один из вариантов распространённого в 
строительной механике метода Рэлея-Ритца, который путём 
минимизации потенциальной энергии сводит задачу к 
системе линейных уравнений равновесия.



•После того, как была установлена связь МКЭ с процедурой 
минимизации, он стал применяться к задачам, описываемым 
уравнениями Лапласа или Пуассона. Область применения МКЭ 
значительно расширилась, когда было установлено (в 1968 году), 
что уравнения, определяющие элементы в задачах, могут быть 
легко получены с помощью вариантов метода взвешенных 
невязок, таких, как метод Галёркина или метод наименьших 
квадратов. Это сыграло важную роль в теоретическом 
обосновании МКЭ, так как позволило применять его при решении 
многих типов дифференциальных уравнений. Таким образом, 
метод конечных элементов превратился в общий метод 
численного решения дифференциальных уравнений или систем 
дифференциальных уравнений. 



• С развитием вычислительных средств возможности метода постоянно расширяются, 
также расширяется и класс решаемых задач. Практически все современные расчёты 
на прочность проводят, используя метод конечных элементов. 

• Наиболее распространенными универсальными системами МКЭ-анализа в 
настоящее время являются ANSYS, MSC.Nastran, ABAQUS, Impact, NEiNastran, 
NXNastran, SAMCEF, COMSOL Multiphysics. Существуют и специализированные 
системы, такие, как Temper-3D - система КЭ анализа для расчета температурных 
полей в трехмерных конструкциях. Plaxis представляет собой простой и удобный 
пакет конечно-элементных программ для выполнения расчетов сложных 
комплексных геотехнических проектов в области современного 
высокотехнологического строительства. В процессе двумерных и трехмерных 
расчетов, доступных в программах Plaxis, определяются напряжения, деформации, 
прочность (устойчивость) в сложных геотехнических системах с учетом совместной 
работы инженерных конструкций и их взаимодействия с грунтом на этапах 
строительства, эксплуатации и реконструкции. 







МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
 Теоретическое введение













•Процесс мультифизического моделирования включает в 
себя выбор соответствующих нескольких законов физики, 
конструирование модели, т. е. задание, черчение или импорт 
геометрии объекта, ввод параметров, описывающих 
свойства материалов модели, граничных и начальных 
условий, сеточное разбиение модели, получение решения, 
постобработку. На этапе постобработки возможен возврат на 
предыдущие стадии и расширение модели путем 
добавления не использованных ранее законов физики.





•Хотя существует много различных подходов приблизиться 
математически к аппроксимациям конечных элементов и наиболее 
общий подход сводится к вариационной проблеме поиска 
экстремума конкретного функционала, наи более общая основа 
связана с очень хорошо известным физическим свойством полей. 
Метод конечных элементов имеет отношение к минимизации 
энергии полной интересующей области поля, когда поле может 
быть электрическим или магнитным типа Лапласа или Пуассона.  



•Сущность метода конечных элементов (КЭ) состоит в 
следующем: конструкция или сплошная среда моделируется 
путем разбиения ее на конечные элементы (области небольшого 
размера). После этого формулируют и решают вариационную 
задачу о нахождении экстремума соответствующего функционала 
(например, потенциальной энергии). Метод КЭ используется при 
расчетах конструкций, поля температур, течений жидкости, 
электромагнитных полей и т.д.

•  В дальнейшем моделирование будет рассматриваться 
применительно к программному пакетам FEMM и COMSOL 
Multiphysics.



















Теория вероятностей в электроэнергетике
































