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Geometria obliczeniowa

Dzial informatyki zajmujacy sie algorytmami geometrycznymi nazywamy
geometria obliczeniowa.

Najczesciej rozpatrywane sa problemy:

O Na plaszczyznie podstawowe problemy:
m Kiedy dwa odcinki przecinajq sie?
m  Kiedy punkt przynalezy do wielokata?
m Jak znalez¢ wypukla otoczke zbioru punktow na ptaszczyznie?
m Jak stwierdzic, czy istnieja przecinajace sie¢ pary odcinkow?
majq zastosowanie takze do problemow w przestrzeni.

O W przestrzeni problemy wazne ze wzgledu na zastosowanie w animacji
komputerowe;.

Zakladamy, ze mamy do dyspozycji tylko cztery dziatania +, -, ¥, /.
Nie korzystamy z funkcji trygonometrycznych.
Mamy bardzo dokladne obliczenia — nieskonczona precyzja.




Geometria obliczeniowa
e

O Rozwazania ograniczamy do geometrii na ptaszczyznie.

O Podstawowe obiekty geometryczne:
m  punkt p reprezentujemy para wspotrzednych p=(x, y) w ustalonym
wczesniej ukladzie wspotrzednych kartezjanskich
odcinek wyznaczony przez pare punktow p, q oznaczamy przez p—q
wektor o poczatku w punkcie p i koncu w punkcie q oznaczamy przez p—q
prosta bedzie reprezentowana przez zawarty w niej odcinek lub wektor.




Podstawowe fakty

z geometrii obliczeniowej na ptaszczyznie
.
Jezeli x jest liczba rzeczywista, to znak liczby x oznaczamy przez sgn(x) i

definiujemy:
+1 dla x>0
sgn(x) = 0 dla x=0
-1 dla x<0

Niech beda dane punkty p, qir o wspotrzednych p=(x,,y,), 9=(Xy, ¥q), I=(X;, V), @
det(p,q,r) bedzie wyznacznikiem macierzy

Xp  Yp 1
det(plqlr) =1*q¢ Yq 1
X ¥y 1

Znak wyznacznika det(p, q, r) jest rowny znakowi sinusa kata nachylenia wektora
p—r do wektora p—q.




Podstawowe fakty
z geometrii obliczeniowej na ptaszczyznie

det(p, q, )>0 A sin@>0

det(p, q, =0 A sinp=0

det(p, q, <0 A sing<0

Punkt r lezy po lewej
stronie wektora p—q.

Punkty p, q, r sa
wspolliniowe.

Punkt r lezy po prawej
stronie wektora p—q.




Elementarne algorytmy

Zadanie

Sprawdzic, czy punkty r i s leza po tej samej stronie prostej p—q.

Odpowiedz
Wystarczy sprawdzic czy sgn(det(p, q, r))= sgn(det(p, q, s)).

Zadanie

Zbadac, czy punkt r nalezy do odcinka p—q.

Odpowiedz

Trzeba zbadac, czy punkty p, q, r sa wspotliniowe oraz czy
min(xp,xq) < X_<max (Xp, Xq)

i min(y ,y) <y, smax (y_, y ) A

><v




Elementarne algorytmy

Zadanie
Kiedy dwa odcinki p—q i r—s przecinajq si¢?

Odpowiedz
Gdy p i q leza po przeciwnych stronach prostej r—s, a punkty ri s po
przeciwnych stronach prostej p—q.

Zadanie
Kiedy punkt p nalezy do trojkata?
Odpowiedz

W czasie stalym mozna sprawdzic, czy punkt p nalezy do brzegu tréjkata. Jesli
jest inaczej, P musi lezeC po tej samej stronie wszystkich bokow trojkata.

Wszystkie powyzsze problemy sa rozwiazywane w czasie statym i tylko z
uzyciem operacji arytmetycznych.




Problem przynaleznosci do wielokata wypuktego

Pane:

n — liczba naturalna, n=0

punkty wy, ..., w,_; reprezentujace kolejne na obwodzie wierzchotki wielokata
wypuklego W,

punkt p.
Wynik: Odpowiedz na pytanie: czy peW?

Przypomnienie:

[0 Wielokat jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy odcinek o koncach
nalezacych do wielokata jest w nim calkowicie zawarty.

O Trinagulacja wielokata — podzial wielokata na trojkaty nieprzecinajacymi sie
przekatnymi.

O Dla wielokata wypuklego o n wierzchotkach liczba trojkatow w triangulacji

jest rowna n-2, liczba sposobow podzialu na trojkaty jest rowna liczbie
Catalana:

1 Zn) (2n)!
n n+1 ‘1N (n+1)n!




Problem przynaleznosci do wielokata wypuklego

.
Algorytm I
Wykonaj dowolna trinagulacje wielokata W.

W
1
Wo

Dla kazdego trojkata sprawdz, czy p nalezy do niego.

W czasie stalym mozna sprawdziC przynaleznos¢ punktu do trojkata. Jest n-1
trojkatow, dlatego ztozonosc¢ obliczeniowa tego algorytmu to O(n).




Problem przynaleznosci do wielokata wypuklego

|
Algorytm II
Postugujemy sie metoda wyszukiwania binarnego.

W3

W
W, 1
Niech wielokat ma wierzchotki numerowane od k do s. Sa trzy mozliwosci:
O p lezy na odcinku Wi =Wigi1y/2 2 wtedy badamy przynaleznosc¢ do odcinka
0 p lezy po lewej stronie, wtedy rekurencyjnie badamy wielokat po lewe;.

O p lezy po prawej stronie, wtedy rekurencyjnie badamy wielokat po prawe;j.

W czasie stalym mozna sprawdzi¢ przynaleznos¢ punktu do trojkata.
Zlozonosc¢ tego algorytmu to O(log n).




Problem przynaleznosci punktu
do dowolnego wielokata

.
Dane:

n — liczba naturalna

n punktow w, ..., w_ reprezentujacych kolejne wierzchotki wielokata W

punkt p.

0’

Wynik: Odpowiedz na pytanie: czy pEW?

0o O




Problem przynaleznosci - algorytm

W czasie liniowym umiemy sprawdzic, czy p nalezy do ktoregos z bokow
wielokata. Jesli jest inaczej, wyznaczamy polprosta 1 o poczatku w p.

W przypadku, gdy zaden z wierzchotkow wielokata nie lezy na tej polprostej,
punkt p lezy wewnatrz wielokata W wtedy i tylko wtedy, gdy przecina brzeg W
nieparzysta liczbe razy.




Problem przynaleznosci - obserwacja

Moze zdarzyc¢ sie, ze | przecina brzeg wielokata w wierzchotkach lub zawiera
krawedz wielokata.

Obserwacja:

Kazda polprosta o poczatku w punkcie p mozna tak obroci¢ dookota p o
niewielki kat, zeby otrzymac polprosta nie przecinajaca W w wierzchotkach.




Problem przynaleznosci - przypadki

Rozwazamy dwa przypadki (i wszystkie analogiczne do nich):

0 O

0 O

Liczba punktow przeciecia
nie zmienia sie.

Liczba punktow przeciecia
zwieksza sie o jeden.

Zlozonosc¢ O(n) — koszt obliczen zwiazany z kazdym wierzchotkiem i bokiem

jest staty, a mamy n wierzcholkow.




Wypukla otoczka

e
Dane:

n — liczba punktow na plaszczyznie

Zbior n punktow S = {(x, y) dla 0 <i, j < n-1}, punkty zadane sa
przez wspolrzedne kartezjanskie.

Wynik:

Kolejne punkty wypuklej otoczki zbioru S (najmniejszy wielokat
wypukly zawierajacy S).




Wypukla otoczka

e
Dane:

n — liczba punktow na plaszczyznie

Zbior n punktow S = {x,y. dla 0 <i, j < n-1}, punkty zadane sg
przez wspolrzedne kartezjanskie.

Wynik:

Kolejne punkty wypuklej otoczki zbioru S (najmniejszy wielokat
wypukly zawierajacy S).




Wypukla otoczka

e
Dane:

n — liczba punktow na plaszczyznie

Zbior punktow S = {p= (x,,y) dla 0 <1i,j<n-1}, punkty zadane sa
przez wspolrzedne kartezjanskie.

Wynik:

Kolejne punkty wypuklej otoczki zbioru S (najmniejszy wielokat
wypukly zawierajacy S).

nie nalezy do otoczki @ @
°




Wypukta otoczka — algorytm naiwny

Krok 1. Znalez¢ wszystkie wierzchotki wypuklej otoczki zbioru S.

Krok 2. Uporzadkowac w kolejnosci wystepowania na obwodzie wypukie;j
otoczki.

Fakt

Punkt p nie jest wierzcholkiem wypuktej otoczki wtedy i tylko wtedy, gdy lezy
wewnatrz pewnego trojkata o wierzchotkach z S, roznych od p, lub nalezy do
odcinka taczacego dwa punkty z S rézne od p.

Poniewaz dla n punktow mamy co najwyzej @ roznych trojkatow. Dlatego
realizacja krokul. zabiera czas O(n").

Czy musimy sprawdzac wszystkie [Z] trojkaty?

Mozna wybrac punkt, np. ¢ - centroid, i uznac go za poczatek uktadu
wspolrzednych. Rozpatrujemy wtedy trojkaty o wierzchotkach c, p,, p
Algorytm ma wtedy ztozonosé O(n?).

i+1°




Wypukta otoczka - sortowanie biegunowe

.
Uklad wspolrzednych polarnych — uklad wspolrzednych na plaszczyznie
wyznaczony przez pewien punkt O zwany biegunem oraz polprosta o poczatku
w punkcie O zwana osig biegunowa.

Sortowanie biegunowe — sortowanie wzgledem wspotrzednych biegunowych
wektorow (promien i kat nachylenia do osi OX).

Y




Wypukta otoczka - sortowanie biegunowe

Posortujemy wierzchotki bez obliczania katow. Niech alfa bedzie funkcja
okreslona dla punktow ptaszczyzny roznych od punktu O, o wzorze:

Yy
( P -
R gdy x,=20iy,=20 X,
P °
2—%, gdy x,<0iy, >0
p Y2
alfa(p) = < 1, | | .
2+d—p, gdy x,<0iy,<0
Yi
4—M, gdy x,=0iy,<0
\ d, 0 y

gdzie d,=|x,| + |y,|.

Funkcja alfa pozwala wyznaczy¢ kolejnosci wierzchotkéw na obwodzie
wielokata wypuklego w czasie O(n logn).




Algorytm Grahama

[l

W algorytmie Grahama uzywamy stosu, ktory zawiera
kandydatow na wierzchotki otoczki.

Kazdy punkt z wejsciowego zbioru jest raz wkladany na stos,
natomiast punkty nie bedace wierzchotkami otoczki sg ze stosu
zdejmowane.

W momencie zakonczenia dzialania algorytmu stos zawiera
punkty wystepujace na otoczce w kolejnosci odwrotnej do ruchu
wskazowek zegara.




Algorytm Grahama




Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama

Y |Pg
° p6°
°
Pg
Pio o oo ”ps
p-,e
p
h o Ps
°p, °p1
S
0 P,

STOS




Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama
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Algorytm Grahama

O zlozonosci decyduje sortowanie, ktory mozna wykonac¢ w O(n logn). Pozostate kroki
sq wykonywane w czasie liniowym.
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Algorytm Grahama

OV

Niech p, bedzie punktem o najmniejszej wspolrzednej y, jesli takich jest
kilka, bierzemy ten o najmniejszej wspolrzednej x. Punkt ten uznajemy za
poczatek ukladu wspotrzednych.

Sortujemy pozostale punkty niemalejaco wzgledem wspotrzednych
polarnych.

W16z na stos S punkty pO, pl, p2.
Dla punktow od 3 do n-1:

a) tak diugo, jak kolejny punkt p, jest na prawo od wektora utworzonego
z przedostatniego i ostatniego wierzchotka na stosie zamien na stosie

ostatni element na pi
b)  wloz pi na stos.
Wynikiem sa punkty na stosie.

O zlozonosci decyduje punkt 2, ktory mozna wykonac¢ w O(n logn). Kroki 1. i
4. (zasada magazynu) sa wykonywane w czasie liniowym.




Algorytm Jarvisa

Niech p, bedzie punktem o najmniejszej wspotrzednej y, jesli takich jest
kilka, bierzemy ten o najmniejszej wspoéirzednej x.




Algorytm Jarvisa

T
Wez dowolny punkt rézny od p,




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj dla punktow, ktore jeszcze nie sa w otoczce: Dla punktow pi, jesli pi
lezy na prawo od wektora, wez go jako koniec wektora.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj dla punktow, ktore jeszcze nie sa w otoczce: Dla punktow pi, jesli pi
lezy na prawo od wektora, wez go jako koniec wektora.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




AlgorytmdJarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.

]
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Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke.




Algorytm Jarvisa

Powtarzaj, az znajdziesz cala otoczke. Zlozonosc¢ obliczeniowa algorytmu
Grahama to O(nk), gdzie k jest liczba punktow na otoczce.




Przecinanie sie par odcinkow
.

Dane:
n — liczba odcinkow

n par punktow tworzacych odcinki, nie rozpatrujemy odcinkow rownoleglych do
osi wspolrzednych, kazdy odcinek przecina sie z innym co najwyzej raz

Wynik:

Odpowiedz na pytanie: czy wsrod odcinkow sa co najmniej dwa przecinajace si¢?




Przecinanie sie par odcinkow

b
miotta

Algorytm korzysta z metody przez zamiatanie i polega na tym, ze:

O sortujemy odcinki niemalejaco wzgledem wspolrzednych x poczatkow
odcinkow.

O prowadzimy miotte po tych wspotrzednych.




Przecinanie sie par odcinkow

b C
b
Rozpoczynajacy sie odcinek wktadamy do miotly binarnie, zgodnie z relacja
lezenia po lewej/prawej — po lewej wyzej, po prawej nizej. Sprawdzamy czy
sasiadujace odcinki nie przecinaja sie.




Przecinanie sie par odcinkow

Gdy odcinek sie konczy, wyrzucamy go zmiotly i sprawdzamy, czy jego
dwaj sasiedzi nie przecinaja sie.




Przecinanie sie par odcinkow




Przecinanie sie par odcinkow
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Przecinanie sie par odcinkow
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Przecinanie sie par odcinkow

c
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Przecinanie sie par odcinkow
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