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Лекция 1

2. Системы m линейных уравнений с 
n неизвестными. 

4. Однородные системы линейных 
уравнений. 

3. Системы n линейных уравнений с 
n неизвестными. 

1. Матрицы. Определители. 
     Их свойства.



Определители

1.Определители 
второго порядка

ОглавлениеО
главление:



Определители
2.Определители 

третьего порядка

ОглавлениеО
главление:



Определители
3. Свойства определителей (доказать самостоятельно)

ОглавлениеО
главление:



Определители ОглавлениеО
главление:



Определители ОглавлениеО
главление:



Определители ОглавлениеО
главление:



Определители ОглавлениеО
главление:



Определители ОглавлениеО
главление:

Еще одно свойство определителей (доказать самостоятельно)



Определители ОглавлениеО
главление:4.Определители 

n-ого порядка



Определители ОглавлениеО
главление:4. 

Алгебраическое 
дополнение.



Определители

5. Методы вычисления определителя n-ого порядка 

.

ОглавлениеО
главление:



Определители и матрицы

1.1.Виды матриц

2.Операции над матрицами

3.Обратная матрица

4.Решение матричных уравнений

5.Ранг матрицы

Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление

1. Виды матриц



Определители и матрицы
Оглавление

Частные виды матриц



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление

2. Операции над матрицами 



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление

3. Обратная матрица



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление

4. Решение матричных уравнений



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление

5. Ранг матрицы



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление



Определители и матрицы
Оглавление
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Системы m линейных уравнений с 
n неизвестными. 

Рассмотрим

Обозначим

- основная матрица 
системы (*) размера

 1
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- матрица – столбец неизвестных 
размера 

- матрица – столбец свободных 
членов размера 
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Терминология 
Определение .

Решением системы (*) называется 
совокупность значений , обращающих 
каждое уравнение системы в верное равенство 
(тождество).

Обозначение.
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Определение .

Система называется совместной, если решение 
существует, и несовместной в противном 
случае.

Определение .

-   расширенная 
матрица системы
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Линейная зависимость строк (столбцов) матрицы
Рассмотрим основную матрицу системы как 
набор строк          или   столбцов

или

Линейной комбинацией столбцов называется выражение

Столбцы матрицы наз. линейно независимыми (ЛНЗ), если  

при
В случае, когда не все         равны нулю – линейно зависимыми.

Определение.
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Пусть матрица А размерности                имеет ранг     . 
Отличный от нуля минор порядка      , составленный из 
элементов матрицы А, наз. базисным минором матрицы А.

 Т О базисном миноре

Если матрица               имеет ранг       , то существует          
линейно независимых строк (столбцов). Из элементов
этих строк (столбцов) можно построить базисный
минор матрицы. Все остальные строки (столбцы)
являются линейными комбинациями данных (линейно
зависимыми).

Определение.
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 Т Кронекера-Капелли.

Для того, чтобы система (*) была совместной, 
необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялось условие 

Достаточность. Пусть

Доказательство.
Столбцы матриц    
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Необходимость.

Столбец  В  есть линейная комбинация столбцов
 основной матрицы                                                       ,
 т.е.                              , где                     -  решение системы.
                Система совместна.           

Пусть система совместна,                     - решение системы.
Система в матричном  виде                                           .
Столбец В – линейная комбинация столбцов                     ,
 т.е.добавление столбца свободных членов не 
увеличивает ранга матрицы,                                             .
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Выводы.

Если                     , то система не имеет решений;

Если                     , то возможны два случая:

1) Если                , то решение единственно;

2) Если                 , то решений бесконечно много.
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 2. Системы n линейных уравнений с 
n неизвестными. 

Система n линейных уравнений с n неизвестными
имеет единственное решение, если определитель
 основной матрицы А не равен нулю (                    ).

 Т

Доказательство.
Система уравнений в матричном виде:                                      

Пусть

Умножим уравнение слева на              



47

Если                    , для решения системы уравнений
можно использовать следующие методы:

1. Матричный метод:                                                   

                                                      
      -определитель основной матрицы системы 

(главный определитель).
       - вспомогательный определитель, получен из        
заменой i-го столбца на столбец свободных членов. 

Следствия.

2.  Правило Крамера. Решения находят по формулам:                                                                 
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3. Метод Гаусса.
Определение .

1. Элементарным преобразованиям уравнений
соответствуют элементарные преобразования строк
расширенной матрицы системы          .

Элементарными преобразованиями системы являются:
        перемена местами двух уравнений системы;
        умножение уравнения системы на число               ;
       прибавление к одному уравнению системы другого
         уравнения, умноженного на число                  .         

Замечание .

2. Элементарные преобразования матрицы не 
изменяют ее ранга.



49

Алгоритм метода Гаусса.

2.  Элементарными преобразованиями строк приводят
     ее к трапециевидной форме.

1. Для системы уравнений записывают 
     расширенную матрицу         .

Метод Гаусса справедлив и для произвольных 
систем                       .

3. Возвращаясь к системе уравнений, определяют
     все неизвестные.
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 3. Однородные системы линейных уравнений.

Определение.

Система (*) называется однородной, если 

Так как

Однородная система всегда совместна!
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- тривиальное (нулевое) решение ОС

Т1
Для того чтобы ОС (***) имела ненулевое 
решение, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялось условие 
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Необходимость. Если                     ,
то

-нет, т.к. ранг матрицы не превышает

числа строк или столбцов.

- нет, т.к. в этом случае

- нулевое решение
Ч.т.д.

Доказательство.
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Т2 (следствие Т1)

Для того чтобы ОС (***) имела ненулевое 
решение, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялось условие 
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2. Система (***) имеет 
ЛНЗ решений. 

Свойства решений однородной системы  

1. Линейная комбинация решений системы 
(***) является решением (***). 

Доказательство
По условию
Пусть базисный минор
расположен в левом верхнем углу матрицы А.
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Составим укороченную систему

Базисные неизвестные Свободные неизвестные

Присваиваются 

произвольные значения
Значения вычисляются
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Присвоим конкретные значения своб. неизв.

Вычислим значения базисных неизвестных
- единственное решение    
укороченной системы.

- решение  ОС.

- др. решение  ОС.

- др. решение  ОС.
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Ч.т.д.- ЛНЗ.
Определение.

линейно независимых решений 
однородной системы линейных уравнений 
называются фундаментальной системой 
решений (ФСР).
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Определение.
Общим решением системы (***) называется

Здесь                        -
произвольные 
константы.
Частное решение
получают из общего
при конкретных
значениях констант
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 Т
Общее решение системы (***) можно представить 
в виде линейной комбинации решений из 
фундаментальной системы.

Определение.

Общим решением системы (***) называется 
решение вида 

Здесь - произвольные константы
- ФСР
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Пример.
Решить систему

Решение.

 Преобразуем  основную матрицу
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Ранг матрицы равен 2

Полагая                        , найдем
 базисные неизвестные

- базисные неизвестные,
базисный минор

Запишем преобразованную систему
- свободные неизвестные.
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Общее решение системы

Найдем частные ЛНЗ решения, полагая

-   фундаментальная система решений.
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Общее решение системы

Такая запись общего решения называется
разложением по фундаментальной 
системе решений.


