FUNKCJE

(Analiza Matematyczna 1, wykitad 2)
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X,Y -niepuste zbiory.
Funkcja (odwzorowanie, przeksztatcenie)
f: XY
przyporzadkowuje, kazdemu elementowi zbioru X dokladnie jeden element
zbioru Y.

Zbior X jest dziedzing, a Y zbiorem wartosci funkcji f.

Jezeli y, = f(x,), to x, jest argumentem, a y, wartoscig funkcji f w punkcie x,.
X Y X Y X Y

funkcja funkcja , na” nie jest funkcjg
Jezeli f(x,)=0, to x, jest miejscem zerowym funkcji f.

Uwaga.

Wyktad jest poswiecony funkcjag rzeczywistym zmiennej rzeczywistej, tj.
f:X—>Y,qgdzie X, YCR.
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Wykresem funkcji f jest zbiér punktow plaszczyzny (podzbior
produktu kartezjanskiego R x R)

{(x, f(x)): xe X3.

Funkcja f na zbiorze A jest:
1’ rosngca < Vx,x € A,(x,>x,= f(x)> f(x))
2" malegjgca < Vx,x, e A,(x,>x,=> f(x)< f(x)
3* niemalejgca < Vx,x, € A,(x,>x,= f(x,)2 f(x,))
4° nieroshgca < Vx,x, € A,(x,>x,= f(x)< f(x)))

W szczegolnosci funkcje rosnace albo malejace nazywamy Scisle
monotonicznymi.



Funkcje monotoniczne (przedziatami monotoniczne)

/\y/ \/\ y 0 y I }.
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funkcja funkcja funkcja funkcja
rosnaca malejaca niemalejaca nierosnaca
Witasnhosci:

¢ suma funkcji malejgcych (rosnacych) jest funkcjg malejaca
(rosnacy). A iloczyn?

e funkcji malejaca (rosngca) pomnozona przez liczbe dodatnig jest
funkcjg malejaca (rosnaca).

e funkcja malejaca (rosngca) pomnozony przez liczbe ujemng jest
funkcja rosnaca ( malejaca).
Funkcje f(x) jest roznowartosciows, iff
Vtu,t £u= f(t)# f(u)

Funkcja rosngca albo malejaca ($cisle monotoniczna) jest

réznowartosciowa.
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Funkcja f na zbiorze A4 jest:
1" parzysta < VxeA,(—x€ AN f(—x)= f(x))
2° nieparzysta <& Vxe A, (—x€ A A f(—x)=—f(x))

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi 0Y, a

nieparzystej - wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych.

Przykiad. Wykres funkcji

parzystej nieparzystej
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Przyktad.
a) y=f(x)=+x

pierwizstek(x)

Dziedzina: X ={xc R: x>0}=[0,+w), pierwiastek kwadratowy jest

okreslony tylko dla liczb dodatnich oraz zera.
Zbior wartosci Y =[0,+0).
Jest funkcjg rosnaca oraz réznowartosciowa

Wobec tego f: X —» Y jest wzajemnie jednoznaczna (tj.
roznowartosciowa i na), co zapisujemy
f: X—Y.

Funkcja ta nie jest ani parzysta, ani nieparzysta.
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Funkcja liniowa

Funkcja liniowa f(x)=y=ax + b
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Funkcja kwadratowa

y=ax’+bx+c, gdzie a=0.

A=b*-4ac
A >0 - dwa pierwiastki rzeczywiste (A=0 -
jeden)
—b—~JA —b+~A
X\ =— 5 X=—".
\/ 2a 2a

Wspoirzedne wierzchotka paraboli:
-b -A
yw - E'

% Da

a>0 -ramiona w gore oraz
e A>0 -parabola przecina os X w dwoch punktach,
e A=0 -wierzchotek styczny do osi X,
e A<0 -wierzcholek powyzej osi X.

a <0 -ramiona w dot oraz
e A>0 -parabola przecina os X w dwoch punktach,
e A=0 -wierzchotek styczny do osi X,

e A<0 -wierzchotek ponizej osi X.
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Wielomiany

Wielomianem stopnia n jest funkcja postaci:
W.(x)=ax"+..+a;x+a,

gdzie a;eR, a,=0.
Liczba a jest pierwiastkiem (zerem) wielomianu, jezeli W,(a) =0, tzn.

aa +..+taat+a =0
Przykiad.
Liczba a = -1 jest pierwiastkiem wielomianu:

W(x) = 3x° — 9x* — 2x+10,
poniewaz W(-1) =3(-1)° —9(-1)>* - 2(-1) + 10 =0

Wyznaczanie miejsc zerowych wielomianéw (algorytmy pierwiastkowe)
e Algorytm Ferro, Tartaglii — wielomiany stopnia 3.
e Algorytm Ferrari — wielomiany stopnia 4.

e Twierdzenie Nielsa Abela i Evarista Galois — nie istnieje
algorytm pierwiastkowy dla wielomianow stopni n > 5.



Funkcje wymierne

Funkcja wymierna jest ilorazem dwoch wielomianow, tj.

gdzie w (x) i g_(x) sa wielomianami.

Dziedzing jest R oprocz miejsc zerowych wielomianu g (x).
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Dziatania na funkcjach, skiadanie

Funkcje
f: XY,
gdzie X c R i Y ¢ R mozemy traktowac jako
f:X—>R.
Jezeli

f: X>R i g:X>R,

to definiujemy ich sume, iloczyn, iloraz, mnozenie przez stala,
odpowiednio:

(f +9)(x)=f(x)+g(x), (f-8)(x)=[f(x) g(x),

(i)(x) = J(x) dla g(x)#0 oraz xe X.
g 8(x)
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Zlozenie (superpozycja) funkcji

Majac dwie funkcje F: X »>Y i g: Y -7, mozna utworzy¢ funkcje
ztozong,
e°fH:X->27
okres$long wzorem (g°f)(x)=g(f(x)).
Wtedy f jest funkcjg wewnetrzng, g - zewnetrznag.

Przykiad.
Niech

f(x)=x"+1, g(x)=“\/;,t0
f:R—[l,4+x) g :[0,400) = [0,+00).
Wtedy [1,+%)c[0,+%) i

Rl AY)=g(f(xD=g(x’+1)=4x"+1 dla x€R.
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Funkcja odwrotna
Dla kazdej funkcji wzajemnie jednoznacznej f: X ——Y mozna
okresli¢ funkcje
f:Y > X taka, ze
VxeX, (fT°NC)= T (f(x)=x,

ktérg nazywa sie funkcjg odwrotna.

Wiasnosci funkcji odwrotnej:
Y=
2 fUf(x)=x=id, dla xeX
3 fUfT(yn=y=id, dla yeY
4 Wykresy f i f~ sasymetryczne wzgledem prostej y =x.

Funkcja f~ jest odwrotng do f< spelnione wlasnosci 2° i 3°.
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Przykiad
f(x)=x" jest réznowarto$ciowa na [0,). Funkcja odwrotna f*(x)=-/x

! y=X

y=f)

-1
wykres funkciji f ()

Przykiad

f(x)=x" f:R—>R.

Wtedy £*(x)=%x jest funkcjg odwrotna funkcji 7, bowiem
VxeR A y€eR (%\/;=xc>x3=y)
poniewaz

U= x =x | fF(f ON=EyY =) =y

spelnione sg wiec wlasnosci 2° i 3°.
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FUNKCJE ELEMENTARNE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ
Funkcja wykfadnicza i logarytmiczna

Funkcja wyldadnicza y= f(x)=«", xe R gdzie a jest liczbg dodatnig
irdzng od 1 (dla a=1, y=1"=1).

A v

A y y

y=a* y=a*
- |
) > __—f'/o =y
X X
I<a<l
y Ty

V=

=
/,
o

0<a<1 a>l
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Funkcja wykladnicza y=«" 1logarytmiczna y=Ilog,x S3 wzgledem

siebie odwroine.

Dla a>1, np. a=2.

v=2/x%
v=logx podst a=2

=3

6

2
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Dla 0<a<1 np. a=0,5.

—y=l0gx podst a=0,5
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Reguly potegowania: (¢>0 i a#1):
I' (@y=a" 2 aa=a” 3 a = lx 4° ¢

[/ a
5 ta=a* 6 ab =@y b>0, x,yeR keN

-

Reguly logarytmowania:
I’ log xy=log x+log y 2° log x’'=ylog x

3 log, X = log x—log y
y

log, X poo0ibel

4 log x =
log a

Zlozenie funkcji:
I’ loga=x Xx€R 2> a™*=x, x>0, xeR

Analiza Matematyczna 1, Wyktad 2

17



Wartos¢ bezwzgledna
Wartos¢ bezwzgledna (modul) liczby rzeczywistej x

x dlax=>0
|x _{-x dla x<0
Z definicji wynika, ze x < | x|
Dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s, zachodazi:
a. |—rl=r]
b. |[s+r<s|+]|7]|
C.[[s|—[r|l<|s—r|
d. |s—r| jest odlegloscia pomiedzy punktami r oraz s na
prostej rzeczywiste]

e. |r-s|=|7- |

f.|rl=0r=0



Funkcje zaokraglajace do liczb catkowitych

Czescig catkowitg liczby rzeczywistej x (podfogyq):
| x |= najwieksza liczba catkowita n taka, ze n< x

|lx|=n © x=n+r0<r<i,

Powafta (sufif) liczby rzeczywistej x:
[ x |=najmniejsza z liczb catkowitych n taka, ze x<n

{%J =3, {35:4, |5]=[5]=5
|x|<x<[x]
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