Fuggveényvizsgalat

A diasorozat az Analizis 2 (Mozaik Kiadd 2005.) c. konyvhoz készult.
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A fuggveényvizsgalat (fuggvenydiszkusszio) igen fontos terulet.

A fliggvények vizsgalata egyuttal a természeti - tarsadalmi térvéenyeknek fiiggvény alakjaban
megfogalmazott tulajdonsagai felderitését is jelenti.

Altalaban a kdvetkezd sorrend szerint végezziik a vizsgalatokat:

l. Az ,,elemi uton” meghatarozhaté fuggvényjellemzoék

1. Az értelmezési tartomany konkrét felirasa (ha nem adtak volna meg).

2. A zérushelyek, y tengelypont kiszamolasa. (Zérushely: ahol y=0; y tengelypont: ahol x=0.)
3. A folytonossag vizsgalata. Szakadasi helyek megadasa.

4. Paritas vizsgalat (paros vagy a paratlan faggveény, vagy egyik sem).

5. Egyéb elemi jellemzdk: periodicitas, ill. mas, a fuggveényutasitas altal meghatarozott
specialis tulajdonsagok vizsgalata.

e 2x3 — 8x?
Példa: végezziik el az f: f(x) = — 4’)‘()( - 3’)‘()( +3) figgvény diszkussziat (vizsgalatat)!

1. Az értelmezési tartomany konkrétan: xeR-{3;3;4} U.i.: a nevezé nem lehet 0.

. . ; .. 2x*(x-4) 2x? A g(x) egy pont (x=4) kivételével meg-
A képlet atalakithato: = q(x). g
P (x—4)x-3)x+3) F g X egyezik f(x)-szel. igy elegendd a vizs-

2. Zérushely (ahol y=0): 2x2=0, azaz x=0. galatota g(x) figgvenyen elvegezni.
y tengelypont (ahol x=0, helyettesités): y=0. <




3. A nevezdt az x=4 helyen nullava tevd x—4 tényez6 megvan a szamlaldban is, ugyan-
ugy elsé fokon. Ezen helyen a fuggvénynek megszintethetdé szakadasa van.

Ez azt jelenti, hogy ha a g(x) fliggveényt abrazoljuk, akkor az f(x)-et megkapjuk, annyi eltérés-
sel, hogy az f(x)-nél a 4 helyen ,,Ilyuk” van a fiiggvénygorbeén.

Az x—3 és az x+3 tényezb nincs meg a szamlaloban, igy az x=3 és az x=—3 helyeken a
fuggvénynek nem megszintetheté szakadasai vannak.

A fuggveény masutt folytonos, mert folytonos fuggvények hanyadosa (muivelettartas).
4. A g fuggvény paros, mert g(—x)=g(x). (Az abrazolasnal ezt az informaciét jol ki lehet hasznalni.)

5. Egyeéb jellemzb kozvetlenul nem latszik, nem keressuk.

Il. Helyi széls6érték, monotonitas vizsgalat

A vizsgalathoz az els6 és a masodik derivaltakat hasznaljuk fel:
, 4x(x?-9)-2x-2x* -36x . 108x> +324
g'(x) = . =71, - g"(x) = 2 3
(x —9)2 (x —9)z (x*-9)

Helyi szélséérték ott lehet, ahol g'(x)=0, azaz —36x=0, x=0.

Mivel g”(0)<0, tehat az x=0 pontban van helyi széls6értek és ez maximum.

(0;0).
max
Masutt nincs helyi szélséérték, mert ha lenne, az a derivdaldsos médskeriink kimutatna.

Ebben a pontban a fliggvenyeértéek is 0. Eredményunk irhaté igy is: P



Monotonitasi szakaszok

1. A szakaszhatarokat altalaban a helyi széls6értékek, illetve a nem megsziintethet6
szakadasi helyek adjak.

2. Az adott szakaszon a monotonitast legtobbszor az els6 derivalt el6jelével vizsgaljuk:
ha az f’(x)20 a szakaszon, akkor az f(x) novekvd, ha pedig f'(x)< 0, akkor az f(x) csokkena.

Igy: a ]-=; —3] intervallumon g'(x)>0, tehat g(x) ndvekvé.
A [-3; 0] szakaszon g’(x)>0, a g(x) itt is n6.

Elegendé egy konkrét szakaszbeli pontban megvizsgalni a derivalt el6jelét. Az is belathato,
hogy minden negativ x esetén a g’ pozitiv (kivéve az x=-3-at).

A fuggvény paros volta miatt az y tengelyre szimmetrikusan L
minden hasonldan torténik. Az eddig megtalalt jellemzbkkel
vazolhatjuk a fuggvény grafjat:

lll. Inflexiés pontok, gorbuleti szakaszok meghatarozasa

Ott lehet inflexios pont (,gorbuletvaltasi hely”), ahol a masodik derivalt értéke 0.

Akkor van ezen a helyen inflexids pont, ha a harmadik derivalt itt nem 0,
vagy: ha a masodik derivalt ebben a pontban eldjelet valt.

Altaldban az egyszeriibben végrehajthaté médszert célszerii vdlasztani.

Mivel a masodik derivalt (108x%+324)#0, ezért a fUggvénynek nincs inflexios pontja.



Gorbuleti szakaszok

1. A szakaszhatarok kijelolése: altalaban az inflexiés pontok és a nem megsziintethet6 sza-
kadasi helyek jelolik ki a szakaszhatarokat.

2. Az adott szakaszon a gorbuletet a masodik derivalt el6jele hatarozza meg: ha az f’(x) 2 0,
akkor konvex, ha az f’(x) = 0, akkor konkav az eredeti fliggvény az adott szakaszon.
lgy: @ ]—; =3[ intervallumon g”(x)>0, tehat g(x) konvex.
A 1-3; 3[ szakaszon g"(x)<0, azaz g(x) konkav.
A 13; « [ intervallumon g”(x)>0, tehat g(x) konvex.

IV. Hatarértékek

A hatarértékeket az ET ,szélein” vizsgaljuk, azaz altalaban a + vagy — végtelenben, illet-
ve a nem megszuntethetd szakadasi helyeken. Esetunkben:

x2 2x2 2x2 2 2
i =i =2 6és li =2. lim =00, lim =—00, lim =
Il_T f(x) Il_T .9 2, es |I£n f(x)=2. lim 2 g >im- 7 g < —9 9

A hatarérték vizsgalatot a —3-nal és a 3-nal nem kételezé elvégezni, hiszen ha példaul —3-ig
allandoéan né a (folytonos) fliiggvénytink, akkor itt a baloldali hatarérték csak végtelen lehet.

V. A fuggvénygorbe felrajzolasa, értékkészlet megadasa

Az |-IV. pontbeli informaciokbdl j6 pontossaggal felrajzolhato a fijggvény grafja.



Az ertékkeészlet leolvasasaban, megadasaban a pontos rajz ad nagy segitséget:

A rajz készitésekor a vazlatunkat pontositottuk, ehhez a fligg-
P vénygorbén néhany ,hitelesit6” pontot szamolunk Kki.
f(x) Példaul: P(-4; 2,94), P(-2;-1,6), P(-1;-0,25).

A fuggvénygorbe az x=4 helyen ,lyukas” (szakadasi pont).

8 6 -4 £, 4 6 8 f
4 Az értékkeszlet: y >2 és y <0.

A fuggvényvizsgalat egyes lépéseit, eredményeit megjelenithetjiuk tablazatos formaban is,
példaul igy:

x<-3 |-3<x<0! x=0 !0<x<3! x>3 Eléfordul, hogy egyéb jellemzbkre is
g " : " : 0 : _ : kivancsiak vagyunk, mint példaul a filigg-
- : — 1 vény aszimptotai, a toréespontbeli bal- es
g T —— i L : - jobboldali differencial hanyadosok, vagy
noé ' noé 'H.max. | csokk. | csokk. , 7. )
g | o, ] T egy-egy pontban a bal- és jobboldali foly-
konvex | konkav [Ert.:0 | konkav jkonvex tonossdg.

A specialis jellemzdket kiilon kérésre megadhatjuk, viszont a fliggvényvizsgalatot a fenti
I-V. pontbeli teenddk teljesitésével teljesnek tekinthetjuk.

A gyakorlati problémaknal el6fordul, hogy a feladathoz rendelt fUggveny vizsgalatanal
nem kell teljes diszkussziot végeznunk, elegendé altalaban csak a helyi szelsGertekek,
vagy a gorbuletek meghatarozasa.

Az eljaras ilyenkor a bemutatottal léenyegében azonos. 6



Gyakorlo feladat

. . ) e x? —2x +1
Diszkutaljuk a kdvetkezé fiiggvényt: f: f(x)=—— 1
X
Emlékeztetéiil a vizsgalat javasolt Iépései: |. Az ,elemi uton” meghatarozhaté fuggvényjellemzék

Il. Helyi széls6érték, monotonitas vizsgalat
3 lll. Inflexiés pontok, gorbuleti szakaszok
[S2  mesakiessan

V. A fliggvénygorbe felrajzolasa, értékkészlet megadasa

Megoldas
l. Ertelmezési tartomany lehet: x€R. Zérushely: x=1. y tengelypont: y=1. Szakadas
NINCS. 2(x—1)x+1) —ax(x2-3) Az P=0=(x-1)(x+1), azaz:

Il. Derivalasok: f'(x)= , F''(x) = i ,
(x2 _,_1)2 (x) (xz +17 x,=1 és x,=—1.

Az f’(-1)<0 = P__(-1;2), és f’(1)>0 = P_. (1;0).
Monotonitasi szakaszok: | -«;-1]: f(x)>0 = f(x) novekvé. [-1;1]: P(x)<0 = f(x) csOkkend.
[1; °[: £(x)>0 = f(x) novekvo.
lll. Gorbiilet, inflexio: ott lehet, ahol f’(x)=0. EbbéI: x,=0, X, =—3, X, =+/3.
A gorbiileti szakaszok: ]_oo;_ﬁj f''> 0 = f(x) konvex, —\/5;0] f''< 0 = f(x) konkav.

0:43] >0 = f(x) konvex, \/3;00| £'<0 = f(x) konkav.
Az x,, x,, X, helyek mindegyikénél gorbiiletvaltas volt, igy mindharom helyen inflexiés pont

KW Hatarerték: imf(x) =1.
” :tw ”
V. Ertékkészlet, rajz: EK: 0sy=<2.

A vizsgalat egyes lépéseit
tablazatba is foglalhatjuk.




»ozoveges”’ szélsoérték feladatok

Gyakori, hogy a vizsgalandé fliggvény matematikai alakjat nekunk kell ,,el6allitanunk” a fel-
adat szovegébdl és csak néhany fuggvényjellemzot (altalaban széls6értéket) kell szamolni.

A fliggvényjellemzoket a szoveges (gyakorlati) feladatok esetén altalaban bizonyos indulo
feltetelek (példaul a valtozo csak pozitiv szam lehet) mellett keresslik.

Igy ezeket a feladatokat szoktak feltételes szélséérték feladatoknak is nevezni.
Indulé feltételeket nemcsak szoveges feladatokhoz lehet adni.

Pelda: a henger alaku, 1 liter térfogatu testek kozul melyik a legkisebb felszinG?
A megoldas Iépései

m 1. Eldontjuk, hogy mire keresunk széls6értéket. Ez most a henger felszine.

V=1 liter=1 dm?® 2. Egyenletet irunk fel a keresett szélséértékre. F=2T+P=2r*m+2rm-m.
=1 liter= m-.

3. Egyvaltozossa tesszik a felvett figgvenyt. Az adatok felhasznalasaval:
e V=T-rm= fe U=q ¢ 1
Tudjuk: V=T-m=2r*rm és V=1, igy m = 2.+ Helyettesités utan: F = or?n+?.
r
4. Szélsoertek keresés. A fiiggvényvizsgalatnal latott médon. Feltétel: r>0.

[} 2 L 1] 4
F'=drn— 5. F'=4n+ . Ott lehet szélsdérték, ahol F'=0: 4rn—2 -0, azaz r*=-.

r
Tehat r=0,5£2. Mivel F”’(0,542)>0, ezért ezen a helyen minimum van. r 2n

5. Valasz a szovegben feltett kerdeésre. r=5,42 cm, m=10,84 cm, F_. =5,54dm?>.



Megjegyzések
1. Globalis és lokalis szélsbértéek

Egy fiiggvény helyi széls6érteke nem mindig esik egybe az értelmezési tartomanyon vett

legnagyobb, illetve legkisebb fliiggvényértékekkel, az abszolut (globalis) szélséértékekkel.
3
Pelda: adjuk meg az f(x) =X?+x2 -3x -5 szelsoertékeit a [-2; 2] intervallumon.

Ha elvégeztiik a teljes fliggveényvizsgalatot, akkor a lesziikitett értelmezési tartomanyu fiigg-
vényre vonatkozé6 informacidkat mar egyszerii megadni.

A fuggveény grafjat korabban mar felvettuk:

2:_ / A fuggvény folytonos, igy a [-2; 2] intervallumon a legnagyobb
. ertékét —2-nél veszi fel, értéke itt=2,3, ami nem helyi széls6érték.

A legkisebb érték ez esetben a helyi széls6érték pontban van.

Ha viszont a fuggvénylinket a [-10; 2] szakaszon vizsgalnank, akkor a legkisebb fuggvény-
érték mar nem x=1-nél lenne, hiszen x=-10-nél y=— 208,33.

2. Fuggveényvizsgalat az n-edik derivaltak (n>3) felhasznalasaval

Példa: adjuk meg az f(x)=(x—1)* helyi széls6értékeit és inflexios pontjait!

Derivalasok, zérushelyek: f'(x)=4(x-1)3, (x)=0, x =1, itt lehet szélsoeérték.
'(x)=12(x=1)2, ’(1)=0. Nincs széls6érték9



f7(x)=24(x—=1), f7(1)=0. Inflexiés pont sincs?

Ismert viszont az f(x)=(x—1)*, a negyedfoku parabola képe:

A derivalasokkal ilyen esetekben is elvégezheto a vizsgalat.

A fuggvénynek
minimuma
s van x=0-nal.

i A &
LI L

l
T
S 1 2

J =
L
I

A szabaly: ha a fuggveny derivaltjai az x_ helyen az n-edik derivaltig nullak, de az
n+1-edik derivalt ezen a helyen mar nem nulla, akkor:

Ha az n paratlan, a fuggvénynek az x_ pontban helyi széls6értéke van, amelynek
minésége: ha az f"*")(x_)>0, akkor m|n|mum ha az f"*(x_)<0, akkor maximum.

Ha az n paros, akkor a fliggvénynek az x_ pontban inflexios pontja van.

A példank megoldasa: az f(x) esetén: ”(1)=0, de f*(x)=24, igy f*)(1)#0.

Az x=1 pontban tehat f(x)-nek helyi szélsdértéke van és: f¥(1)>0, igy a széls6érték minimum.

Példa: keressiik a g(x)=(x—2)° fliggvény helyi széls6értékeit és inflexios pontjait.
Derivalasok: g’(x)=5(x-2)%, g”(x)=20(x-2)%, g”’(x)=60(x—2)%, g(x)=120(x-2), g*®(x)=120.

A negyedik derivalttal bezarélag az x=2 pontban az 6sszes derivalt értéke 0.

I~

6__

De az o6todik derivalt nem nulla, igy a g(x)-nek >

2
az x=2 pontban inflexios pontja van. o
ol

A fiiggvény grafja hasonlit a harmadfoku fliggvény -1

-2-

(jobbra 2-vel eltolt) kepehez. -3

—4-]

_5-
6

10



A kétvaltozos fuggvények szélsoértékei

Az f(x;y) fliggvény szélsb6érték keresése az egyvaltozos f(x) fliggveény vizsgalataval analdg.

Tétel: az f(x; y)-nak ott lehet szélséértéke, ahol az elsé parcialis derivaltak nullak:
f =0
f =0} Az egyenletrendszernek P _(x_;y ) legyen a megoldasa.

AP, pontban akkor van szélséertek, ha a masodik derivaltakbdl kepezett:

D=f_ ( )2 kifejezés a P_(x_; y_) pontban pozitiv: D(x_; y_)>0.

A széls6érték minésége: ha f_ (x,;y,) >0, akkor helyi minimum,

ha f_(x,;y,) <0, akkor helyi maximum van P,-ban.

Ha pedig D(x_; y,)<0, akkor a fuggvenynek nyeregpontja van a P_ pontban.

(Ha D(x_; y_)=0, akkor mas, tovabbi — nem részletezett — vizsgalatra van sziikség.)

A kétvaltozos fiiggveny helyi maximuma
a fliggvenynek megfelel6 feliileten alta-
laban ,,hegycsucs-szerii” kiemelkedés,

. . . . i A feliilet a nyeregpontban
a minimum pediqg ,,bemélyedés”.

a ,,l6 nyergéhez” hasonlé.
A nyeregpont szemléletes kifejezés,
egyik iranyu sikmetszete a feliiletnek
maximumot ad az illeté pontban,

a masik iranyu sikmetszet grafjan f: f(x;y)=s|n2xcosy 11
ebben a pontban minimum lesz.




Példa: adjuk meg az f(x; y)=x3+x?y+2y3+4y?-3 helyi szélséértékeit és nyeregpontjait!

ugyeljunk arra, hogy a gyokvesztést
elkeruljuk!

Megoldas: a szilkséges feltétel: f =3x*+2xy =0 Az egyenletrendszer megoldasanal
f, =x*+6y” +8y=0

Az els6 egyenletbdl: x(3x+2y)=0, azaz x=0, vagy 3x+2y=0.
Ha x=0, akkor a masodik egyenlet: 6y?+8y=0, azaz 2y(3y+4)=0. igy: P,(0; 0) és P,(0;-1,33)).

Ha az els6 egyenletben 3x+2y=0, azaz y=-1,5x, ezt helyettesitve a masodik egyenletbe ujabb
megoldast is kapunk:
24 -36 ., P(24- 36)
: P, :

29° 29

Az elegendé feltételhez elkészitjiik a masodik derivaltakat: f, =6x+2y, f, =2x, f, =12y +8.

Ezutan a D(x; y) el6jelét vizsgaljuk a P. pontokban: D(P,) =f,_ (0;0)- f;y (0;0) - (f)'('y (o;o))2 =0.
Mivel a D(P,)=0, ezért mas vizsgalat sziikséges. A fliiggvényérték ebben a pontban -3.
-4 -4 64
D(P,) = (6 0+2 'T)(ﬁ 5t 3) ~(2-0) = 3 AD(P,)>0, ezért a P, pontban szélséérték van.

fo (P2)< 0, ezért a széls6érték maximum, értéke (az eredeti f(x; y)-ba helyettesitﬁnk):—;—;.

A P, pontra: D(P,)<0, azaz ebben a pontban nyeregpont van.

A fejezet targyalasat befejeztuik. 12



