Dynamika bryly
sztywne]



Bryla sztywna

Uktad czastek w ktorym odleglosci migdzy czastkami
nie zmieniajg si¢ w czasie.

Jezeli potozenie czgstek opisujemy
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za pomocg wektorow r, 17, , to
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Polozenie bryly sztywnej
W przestrzeni

* Potozenie 1-go punktu (np. srodka
masy) 1 dwoch dodatkowych punktow.

* Bryla sztywna ma szes¢ stopni
swobody jej polozenie w przestrzeni
opisuja 3 wspotrzedne 1 3 katy.




Ruch bryly sztywnej

Bryla sztywna moze poruszac
si¢ ruchem postepowym.

Wtedy wektory predkosci s
—~| takie same dla wszystkich
punktow — brylta porusza si¢
o jak ,,punkt materialny”.

O ¥




Moze tez poruszac si¢ ruchem
obrotowym. Wtedy wszystkie
punkty ciata poruszajg si¢ po
okregach.

Najczesciej jednak wystepuje superpozycja ruchu
postgpowego 1 obrotowego.

V. =V, T OXF,

Vo~ predkos¢ punktu przez ktory przechodzi os obrotu



Polozenie, predkosc, przyspieszenie
jako wielkosci katowe

7 S q)kugoéé Kat Potozenie kqtowe\:
27mr 2w codaje: S
® - e o 8
X \_ S O, r )
predkos¢ katowa: przyspieszenie katowe:
. AO(() dO(t . Aw(t) do(t
o = lim ()z (1) o = lim (): (t)
At—0 At dt At—0 At dt

Przesuniecie katowe, predkosc¢ 1 przyspieszenie katowe moga byc:
*dodatnie, kiedy obrot zachodzi przeciwnie do kierunku wskazowek zegara
*ujemne, kiedy obrot zachodzi zgodnie z kierunkiem wskazowek zegara



Wielkosci katowe jako wektory

Czy przemieszczenie katowe, predkoscC 1 przyspieszenie
katowe moga by¢ opisane za pomocg wektorow?

z % 2
0§ obratu 08 obrotu 08 obrotu

trzpien talerza




Wielkosci katowe jako wektory

Przemieszczeniom katowym
mozna przypisa¢ wektory tylko

éfg N wtedy, gdy sq one bardzo male!

=

Dla duzych przemieszczen
katowych nie jest spetnione
podstawowe prawo dziatan na
wektorach!
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Calkowita energia Kinetyczna bryly

sztywnej
Ek = %n/livl2 = Z%ml(%O_'_%X%)z =
A I I
= %mlv§+Z%ml(c§x!)z+Zlmi 2\I70 (o%x!):

(Zm ijJr—(Zml sin (g,;@f)}o +V, - (a)mer]

energia kinetyczna ruchu  energia kinetyczna ruchu energia mieszana
postepowego bryty obrotowego bryty (znika dla srodka
masy w punkcie 0)




Calkowita energia Kinetyczna bryly

sztywnej

E . =E _+E,

,fot k, post ,o0br

Zaktadajac, ze bryla sztywna porusza
si¢ tylko ruchem obrotowym mamy:

Ey oy = [Zmr sin (wa’ﬂ)j

Kat migdzy @ 1. wynosi 90° wigc:
1

k:()br (::25::771 v, :] 'EE'J(Cl)z

Kiedy o$ obrotu przechodzi
przez Srodek masy bryly, jej
energia kinetyczna jest rOwna.
1 1
E =—mv’+—Io’
2 2

gdzie:

Gfloment bezwladnoéci\

[ = Zmirz’z

= trudno obracaé




Przyklad: Moment bezwladnosci
jednorodnego kola

I:J'rzdm =jr2pdV=
V
2n

Sl

M R T
Dtugos¢ tuku: = 1”3['(61'@)6{1’ =
0

rdqodr h =

s=rep ds=rdo R
Objetos¢ elementarna: M R* 1 ,
dV = rdodr - h =2m T MR

Gestos¢ materiatu:
M I =—MR’
nR* - h

p:




Przyklad: Moment bezwladnosci
jednorodnego preta

Obrot wokot konca:

L
M M 1
I,=[x —dx——x— =~ ML’
‘ L L 3| 3

dx 0

| |

x  Obrot wokot srodka masy:




Twierdzenie Steinera

/ =:r2dm =Ir2dm :J‘[(x—a)2 +(y—b)2]dm =

m m

= .[x2—2xa+a2+y2—2yb+b2]a’m=

= I(x2 +°)dm —J'(2ax+ 2by)dm +J‘(az2 +b%)dm =

= i R*dm - i (2ax +2by)dm + i Ddm=

= ['+ MD"?

[ = '+ MD*?




Moment bezwladnosci preta wzgledem osi
przechodzacej przez jego koniec

Moment bezwtadnosci wzgledem osi

przechodzacej przez srodek masy:
=L mr
12

Odleglos¢ miedzy osiami:
L
D =—
2

Zgodnie z twierdzeniem Steinera:

2
I =I'+MD* :iML2+M L :iML2 +1ML2 =1ML2
12 2 12 4 3



Przykladowe momenty bezwladnosci

Bryta Moment bezwtadnosci Ksztatt
1 !
prSt lo= 12 mF ——
-;tﬁg.
Pierscien cienkoscienny I, = mR?

Walec fo=: —mRZ

2
Kula Io= 72 mR?

Sfera cienkoscienna Is= =mR>

Q@ |0




Moment sily i druga zasada dynamiki dla
ruchu obrotowego

/7 Line of
action

M =rF sin(¢)
M =rxF

sita sifa
jeszcze wigkszy

. wigkszy
moment sity / moment sity ] moment sity
Hh § ﬁh} ; 6—FE=77
& SVl . T~ ) : s

ramie gity\;(‘{q?" ramig sity ramig sity

sita




Praca i moc w ruchu obrotowym




Toczenie si¢ cial




Toczenie si¢ cial

Uy v= RO
P P

1ar Pure translation (b) Pare rotation

U= Ura - RO = ooy

(¢ Cembnation of ranslation end rotzdon



Toczenie sie cial — walec na rowni pochylej

Ruch walca staczajgcego si¢ po
rowni pochylej bez poslizgu
sktada si¢ z ruchu postepowego
srodka masy 1 ruchu

obrotowego
1
Ek,t =Emvsz
1.
E,  =—lw
)
1 |
E =—mv:+—Iw’

2 2
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Moment pedu
L = a)mel. (7;2 —xl.z)
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* wyrazy Tensora Bezwladnosci to momenty bezwtadnosci
wzgledem osi X, y, z oraz momenty dewiacji
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mozemy powyzszy uktad rownan zapisac
uzywajac Tensora Bezwladnosci™:
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Zasada zachowania momentu pedu




Zasada zachowania momentu pedu

M=d—L M =0
dt L = const.

Obrotowy stotek: kret wukladu
(cztowiek + hantle) pozostaje
staly: zmniejszenie momentu
bezwtadnosci wskutek zblizenia
hantli przyspiesza obrot).

Skaczacy gimnastyk
moze zmienia¢ Swojg
predkos¢  obrotowg

£
przez  odpowiednia @y
zmiang momentu ‘

bezwladnosci ciala,
gdyz moment pedu
musi by¢ zachowany.




Zasada zachowania momentu pedu

Ruch w polu sity centralne;.
(IT prawo Keplera)

L =const
as 1 . 1 1 L
. = T ppsinag= rxv=_
dS=2rvdtsina dt 2 2 2m

d@j 1 , lmrie 1L
ryr = Vo = =
2 m 2m




Analogie ruchu postepowego i obrotowego

Mechanika punktu materialnego

Mechanika ruchu obrotowego bryty

sztywnej
Przesuniecie As Kat obrotu Ao
Predkosc v= % Predkosc katowa @ = %
Przyspieszenie g % Przyspieszenie katowe &= i—a;
Masa m Moment bezwtadnoséci ~ 7=Zmr;
Ped D=mb Moment pedu L=1I&
Sita F Moment sity M =rxF
Podstawowe prawo dynamiki F = % Podstawowe prawo dynamiki 37 = %
Energia kinetyczna E = m;,z Energia kinetyczna g, = 1“2’2
Prace elementarna AW = FAs Praca elementarna AW =MA«a




Staczanie si¢ kuli po rowni (bez poslizgu)

Ruch postepowy opisuje rOwnanie:

d)/' R ma=Qsmn0-T
e' ruch obrotowy (wzgledem srodka masy):
> J e le =Tr

eliminujgc site tarcia:

le .
ma+—=mg sin O
r
~ gsin6
Mie.d;y prZ}{spieszeniami 4= re wiec: a= )i
1stnieje zaleznosc: - 1+ 5
mr

Im wigkszy moment bezwtadnosci, tym wolniej stacza si¢ ciato.



Staczanie si¢ kuli po rowni (bez poslizgu)

Mozna tez rozwigza¢ w sposob rOwnowazny
korzystajac z chwilowej osi obrotu 1 twierdzenia Steinera.

Rownanie ruchu obrotowego wzgledem chwilowe;
osi obrotu (linia styku bryly z rownig):

bR

[,e=0sma-r
e' z twierdzenia Steinera mamy:
\ - ~ [, =1+ mr’

wiec: ,
Osma -r
E= >
I +mr
wykorzystujac fakt: @ =r¢g
. 2 . 2 .
mgsinao - r sina - r sin O
a=-"% a= O a=-=2

2 /
m]/‘2(1—|— 1 ) I +mr 1+ S

I’I’ll"2 mr



Staczanie si¢ cial po rowni (bez poslizgu)

Walec




Zyyroskop



