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Структура курса
• Введение. 
• Основные понятия теории автоматов.
• Конечные автоматы. 
• Регулярные выражения и регулярные языки. 
• Контекстно-свободные грамматики и языки и 
автоматы с магазинной памятью. 

• Нормальные формы кс-грамматик. Проблема 
неоднозначности для языков и грамматик. 

• Языки и грамматики в целом. 
• Алгоритмически неразрешимые проблемы автоматов 
и формальных грамматик. 

• Машина Тьюринга, модификации машины. 
Универсальная машина Тьюринга
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Объём курса

• 5 семестр:
– 16 часов лекций
– 16 часов практики
– Расчётно-графическая работа
– Зачёт
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История конечных автоматов
• Теория автоматов занимается изучением абстрактных вычислительных 

устройств, или "машин". В 1930-е годы, задолго до появления 
компьютеров, А. Тьюринг исследовал аб страктную машину, которая, по 
крайней мере в области вычислений, обладала всеми возможностями 
современных вычислительных машин. Целью Тьюринга было точно 
описать границу между тем, что вычислительная машина может делать, и 
тем, чего она не может. Полученные им результаты применимы не только 
к абстрактным машинам Тьюринга, но и к реальным современным 
компьютерам.

• В 1940-х и 1950-х годах немало исследователей занимались изучением 
простейших машин, которые сегодня называются "конечными 
автоматами". Такие автоматы вна чале были предложены в качестве 
модели функционирования человеческого мозга. Однако вскоре они 
оказались весьма полезными для множества других целей, которые будут 
описаны ниже. А в конце 1950-х лингвист Н. Хомский занялся изуче нием 
формальных "грамматик". Не будучи машинами в точном смысле слова, 
грамма тики, тем не менее, тесно связаны с абстрактными автоматами и 
служат основой неко торых важнейших составляющих программного 
обеспечения, в частности, компонен тов компиляторов.
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История конечных автоматов
• В 1969 году С. Кук развил результаты Тьюринга о вычислимости и 

невычислимости. Ему удалось разделить задачи на те, которые могут 
быть эффективно решены вычисли тельной машиной, и те, которые, в 
принципе, могут быть решены, но требуют для этого так много машинного 
времени, что компьютер оказывается бесполезным для решения 
практически всех экземпляров задачи, за исключением небольших. 
Задачи последнего класса называют "трудно разрешимыми" 
("труднорешаемыми") или "NP-трудными". Даже при экспоненциальном 
росте быстродействия вычислительных машин ("закон Му ра") весьма 
маловероятно, что удастся достигнуть значительных успехов в решении 
задач этого класса.

• Все эти теоретические построения непосредственно связаны с тем, чем 
занимаются ученые в области информатики сегодня. Некоторые из 
введенных понятий, такие, на пример, как конечные автоматы и некоторые 
типы формальных грамматик, используют ся при проектировании и 
создании важных компонентов программного обеспечения. Другие 
понятия, например, машина Тьюринга, помогают нам уяснить 
принципиальные возможности программного обеспечения. В частности, 
теория сложности вычислений позволяет определить, можно ли решить ту 
или иную задачу "в лоб" и написать соответствующую программу для ее 
решения, или же следует искать решение данной трудно разреши мой 
задачи в обход, используя приближенный, эвристический, или какой-либо 
другой метод. 6



Введение в теорию конечных 
автоматов

Основы теории формальных доказательств

Конечные автоматы являются моделью для многих компонентов 
аппаратного и про граммного обеспечения. Ниже будут рассмотрены 
примеры их использования, а сейчас просто перечислим наиболее 
важные из них:
• Программное обеспечение, используемое для разработки и 

проверки цифровых схем.
• "Лексический анализатор" стандартного компилятора.
• Программное обеспечение для сканирования таких больших 

текстовых массивов с целью поиска заданных слов, фраз или 
других последо вательностей символов (шаблонов).

• Программное обеспечение для проверки различного рода систем 
(протоколы связи или протоколы для защищенного обмена 
информацией), которые могут находиться в конечном числе 
различных состояний.
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Простейший нетривиальный 
автомат

• Простейшим 
нетривиальным 
конечным автоматом 
является переключа 
тель "включено-
выключено". Это 
устройство помнит свое 
текущее состояние, и от 
этого состояния зависит 
результат нажатия 
кнопки. Из состояния 
"выключено" нажатие 
кноп ки переводит 
переключатель в 
состояние "включено", и 
наоборот.

8



Конечный автомат, распознающий 
слово

• Входным сигналам соответствуют буквы. Можно считать, 
что данный лексиче ский анализатор всякий раз 
просматривает по одному символу компилируемой 
программы. Каждый следующий символ рассматривается 
как входной сигнал для данного автомата. Начальное 
состояние автомата соответствует пустой цепочке, и 
каждое состояние имеет переход по очередной букве 
слова then в состояние, соответствующее следующему 
пре фиксу. Состояние, обозначенное словом "then", 
достигается, когда по буквам введено все данное слово. 
Поскольку функция автомата заключается в 
распознавании слова then, то последнее состояние будем 
считать единственным допускающим.
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Структурные представления 
автоматов

• Следующие системы записи не являются автоматными, 
но играют важную роль в теории автоматов и ее 
приложениях.

• Грамматики. Они являются полезными моделями при 
проектировании программ ного обеспечения, 
обрабатывающего данные рекурсивной структуры. 
Наиболее известный пример — "синтаксический 
анализатор". Этот компонент компилятора работает 
с такими рекурсивно вложенными конструкциями в 
типичных языках программирования, как выражения: 
арифметические, условные и т.п. 

• Регулярные выражения. Они также задают структуру 
данных, в частности, текстовых цепочек. Шаблоны 
описываемых ими цепочек представ ляют собой то же 
самое, что задают конечные автоматы. Стиль этих 
выражений существенно отличается от стиля, 
используемого в грамматиках. 
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Основные понятия теории 
автоматов

• Алфавиты и цепочки
• Языки
• Проблемы
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Алфавит

• Алфавитом называют конечное 
непустое множество символов. 
Условимся обозна чать алфавиты 
символом ∑. Наиболее часто 
используются следующие алфавиты.
– ∑ = {0,1} — бинарный или двоичный 
алфавит.

– ∑ = {а, Ь, ..., z} — множество строчных букв 
английского алфавита.

• Множество ASCII-символов или 
множество всех печатных ASCII-
символов.

12



Цепочки
Цепочка, или иногда слово, — это конечная последовательность символов 
некоторого алфавита. Например, 01101 — это цепочка в бинарном алфавите 
∑ = {0, 1}. Цепочка 111 также является цепочкой в этом алфавите.
Пустая цепочка
Пустая цепочка— это цепочка, не содержащая ни одного символа. Эту 

цепочку, обозначаемую ε, можно рассматривать как цепочку в любом 
алфавите.
Длина цепочки
Часто оказывается удобным классифицировать цепочки по их длине, т.е. по 
числу по зиций для символов в цепочке. Например, цепочка 01101 имеет 
длину 5. Обычно гово рят, что длина цепочки — это "число символов" в ней. 
Это определение широко распро странено, но не вполне корректно. Так, в 
цепочке 01101 всего 2 символа, но число пози ций в ней — пять, поэтому она 
имеет длину 5. Все же следует иметь в виду, что часто пишут "число 
символов", имея в виду "число позиций".
Длину некоторой цепочки w обычно обозначают |w|. Например, |011| = 3, а 
| ε | = 0.
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Степени алфавита

•  
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•  
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Конкатенация цепочек

•  
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Языки

•  
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Примеры языков из теории 
автоматов

•  
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Проблемы

•  

19



Проблемы
•  
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Конечные автоматы – задача-
пример

• Рассмотрим развернутый пример реальной проблемы, в решении которой важную 
роль играют конечные автоматы. Изучим протоколы, поддержи вающие операции с 
"электронными деньгами"— файлами, которые клиент использует для платы за 
товары в Internet, а продавец получает с гарантией, что "деньги" — настоя щие. Для 
этого продавец должен знать, что эти файлы не были подделаны или скопиро ваны и 
отосланы продавцу, хотя клиент сохраняет копию этого файла и вновь использует ее 
для оплаты.

• Невозможность подделки файла должна быть гарантирована банком и стратегией 
шифрования. Таким образом, третий участник, банк, должен выпускать и шифровать 
"денежные" файлы так, чтобы исключить возможность подделки. Но у банка есть и 
дру гая важная задача: хранить в своей базе данных информацию о всех выданных им 
день гах, годных к платежу. Это нужно для того, чтобы банк мог подтвердить, что 
получен ный магазином файл представляет реальные деньги и может быть переведен 
на счет ма газина. Мы не будем останавливаться на криптографическом аспекте 
проблемы, а также на том, каким образом банк может хранить и обрабатывать 
биллионы "электронных де нежных счетов". 

• Однако для того, чтобы использовать электронные деньги, необходимо составить 
протоколы, позволяющие производить с этими деньгами различные действия в зави 
симости от желания пользователя. Поскольку в монетарных системах всегда 
возможно мошенничество, нужно проверять правильность использования денег, 
какая бы систе ма шифрования ни применялась. Иными словами, нужно 
гарантировать, что произойти могут только предусмотренные события. Это не 
позволит нечистому на руку пользова телю украсть деньги у других или их 
"напечатать". В конце раздела приводится очень простой пример (плохого) протокола 
расчета электронными деньгами, моделируемого конечными автоматами, и 
показывается, как конструкции на основе автоматов можно использовать для 
проверки протоколов. 21



Основные участники задачи
Есть три участника: клиент, магазин и банк. Для простоты предположим, что 
есть всего один "денежный" файл ("деньги"). Клиент может принять решение 
передать этот файл магазину, который затем обменяет его в банке (точнее, 
потребует, чтобы банк взамен его выпустил новый файл, принадлежащий уже 
не клиенту, а магазину) и дос тавит товар клиенту. Кроме того, клиент имеет 
возможность отменить свой файл, т.е. попросить банк вернуть деньги на свой 
счет, причем они уже не могут быть израсхо дованы. 
Взаимодействие трех участников ограничено, таким образом, следующими 
пятью событиями:
• Клиент может совершить оплату (pay) товара, т.е. переслать денежный 

файл в магазин.
• Клиент может выполнить отмену (cancel) денег. Они отправляются в банк 

вместе с сообщением о том, что их сумму следует добавить к банковскому 
счету клиента.

• Магазин может произвести доставку (ship) товара клиенту.
• Магазин может совершить выкуп (redeem) денег. Они отправляются в банк 

вместе с требованием передать их сумму магазину.
• Банк может выполнить перевод (transfer) денег, создав новый, 

надлежащим образом зашифрованный, файл и переслав его магазину.
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Протокол работы с деньгами
• Во избежание недоразумений участники должны вести себя осторожно. В 

нашем слу чае можно резонно предположить, что клиенту доверять 
нельзя. Клиент, в частности, может по пытаться скопировать денежный 
файл и после этого уплатить им несколько раз или уп латить и отменить 
его одновременно, получая, таким образом, товар бесплатно.

• Банк должен вести себя ответственно, иначе он не банк. В частности, он 
должен про верять, не посылают ли на выкуп два разных магазина один и 
тот же денежный файл, и не допускать, чтобы одни и те же деньги и 
отменялись, и выкупались. Магазин тоже должен быть осторожен. Он, 
например, не должен доставлять товар, пока не убедится, что получил за 
него деньги, действительные к оплате.

• Протоколы такого типа можно представить в виде конечных автоматов. 
Каждое со стояние представляет ситуацию, в которой может находиться 
один из участников. Таким образом, состояние "помнит", что одни важные 
события произошли, а другие — еще нет. Переходы между состояниями в 
рассматриваемом случае совершаются, когда происходит одно из пяти 
описанных выше событий. События будем считать "внешними" по 
отношению к автоматам, представляющим трех наших участников, 
несмотря на то, что каждый из них может инициировать одно или 
несколько из этих событий. Оказывается, важно не то, кому именно 
позволено вызывать эти события, а то, какие последовательности 
событий могут произойти.
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Конечные автоматы 
участников
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Возможность игнорирования 
действий

25

Типы игнорируемых действий:
1. Действия, не затрагивающие данного участника. 
2. Действия, которые не следует допускать во избежание смерти 

автомата. 



Правило построения дуг
• Чтобы правильно построить дуги в автомате-произведении, нужно 

проследить "параллельную" работу автоматов банка и магазина. Каждый 
из двух компонентов авто мата-произведения совершает, в зависимости 
от входных действий, различные переходы. Важно отметить, что если, 
получив на вход некоторое действие, один из этих двух авто матов не 
может совершить переход ни в какое состояние, то автомат-произведение 
"умирает", поскольку также не может перейти ни в какое состояние.

• Придадим строгость правилу переходов из одного состояния в другое. 
Рассмотрим автомат-произведение в состоянии (i, х). Это состояние 
соответствует ситуации, когда банк находится в состоянии i, а магазин — в 
состоянии х. Пусть Z означает одно из входных действий. Мы смотрим, 
имеет ли автомат банка переход из состояния i с мет кой Z. Предположим, 
что такой переход есть, и ведет он в состояние j (которое может совпадать 
с i, если банк, получив на вход Z, остается в том же состоянии). Затем, 
глядя на автомат магазина, мы выясняем, есть ли у него дуга с меткой Z, 
ведущая в некото рое состояние у. Если j и у существуют, то автомат-
произведение содержит дугу из со стояния (i, х) в состояние (j, у) с меткой 
Z. Если же либо состояния j, либо состояния у нет (по той причине, что 
банк или магазин для входного действия Z не имеет, соответ ственно, 
перехода из состояния i или x), то не существует и дуги с меткой Z, выходя 
щей из состояния (i, х).
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Автомат, определяющий систему 
в целом

• Обычный способ изучения взаимодействия 
подобных автоматов состоит в построении 
так называемого автомата-произведения. 
Состояниями этого автомата являются 
пары со стояний, первое из которых есть 
состояние магазина, а второе — состояние 
банка. Напри мер, состояние автомата-
произведения (3, d) представляет ситуацию, 
когда банк находится в состоянии 3, а 
магазин — в состоянии d. Поскольку 
магазин имеет четыре состояния, а банк — 
семь, то число состояний автомата-
произведения равно 4x7 = 28.
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Проверка протокола при помощи 
автомата

• Из автомата-произведения можно узнать кое-что интересное. Так, из начального состояния 
(1, а) — комбинации начальных состояний банка и магазина — можно попасть только в десять 
из всех 28 состояний. 

• Однако реальной целью анализа протоколов, подобных данному, с помощью автома тов 
является ответ на вопрос: "возможна ли ошибка данного типа?". Простейший при мер: нас 
может интересовать, возможно ли, что магазин доставит товар, а оплаты за него так и не 
получит, т.е. может ли автомат-произведение попасть в состояние, в котором магазин уже 
завершил доставку (и находится в одном из состояний в столбцах с, е или g), и при этом 
перехода, соответствующего входу Т, никогда ранее не было и не будет.

• К примеру, в состоянии (3, е) товар уже доставлен, но переход в состояние (4, g), со 
ответствующий входу Т, в конце концов произойдет. В терминах действий банка это оз начает, 
что если банк попал в состояние 3, то он уже получил запрос на выкуп и обрабо тал его. 
Значит, он находился в состоянии 1 перед получением этого запроса, не получал требования 
об отмене и будет игнорировать его в будущем. Таким образом, в конце концов банк 
переведет деньги магазину.

• Однако в случае состояния (2, е) возникает проблема. Состояние достижи мо, но 
единственная выходящая дуга ведет в него же. Это состояние соответствует си туации, когда 
банк получил сообщение об отмене раньше, чем запрос на выкуп. Но ма газин получил 
сообщение об оплате, т.е. наш пройдоха-клиент одни и те же деньги и по тратил, и отменил. 
Магазин же, по глупости, доставил товар прежде, чем попытался выкупить деньги. Теперь, 
если магазин выполнит запрос на выкуп, то банк даже не под твердит получение 
соответствующего сообщения, так как после отмены, находясь в со стоянии 2, банк не будет 
обрабатывать запрос на выкуп. 28



Детерминированные конечные 
автоматы (ДКА)

•  

29



Обработка цепочек при 
помощи ДКА

• "Язык" ДКА— это множество всех его допустимых 
цепочек. Пусть а

1
а

2
...а

n
 — последовательность 

входных символов. ДКА начинает работу в 
начальном состоянии q

0
. Для того чтобы найти 

состояние, в ко торое А перейдет после обработки 
первого символа а

1
, необходимо выполнить 

функцию пере ходов δ. Пусть, например, S(q
0
, a

1
) = q

1
. 

Для следующего входного символа а
2
 находим δ (q

1
, 

а
2
). Пусть это будет состояние q

2
. Аналогично 

находятся и последующие состояния q
3
q

4
..q

n
, где δ 

(q
i-1

, a
i
)= q

i
, для каждого i. Если q

n
 принадлежит 

множеству F, то вход ная последовательность а
1
а

2
...

а
n
 допускается, в противном случае она 

"отвергается" как недопустимая.
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Пример обработки цепочек слайд 
1/3

Пример. Определить формально ДКА, допускающий 
цепочки из 0 и 1, которые содержат в себе подцепочку 
01. Этот язык можно описать следующим образом:
{w | w имеет вид х01у, где x и у — цепочки, состоящие 
только из 0 и 1}.
Можно дать и другое, эквивалентное описание, 
содержащее хну слева от вертикаль ной черты:
{x01y | х и у — некоторые цепочки, состоящие из 0 и 1}.
Примерами цепочек этого языка являются цепочки 01, 
11010 и 1000111. В каче стве примеров цепочек, не 
принадлежащих данному языку, можно взять цепочки 
ε, 0 и 111000.

31



Пример обработки цепочек слайд 
2/3

• Что можно сказать об автомате, допускающем цепочки данного языка L? 
Во-первых, что алфавитом его входных символов является ∑ = {0, 1}. Во-
вторых, имеется некоторое множество Q состояний этого автомата. Один 
из элементов этого множества, скажем, q

0
, является его начальным 

состоянием. Для того чтобы решить, содержит ли входная по 
следовательность подцепочку 01, автомат А должен помнить следующие 
важные факты относительно прочитанных им входных данных:

1. Была ли прочитана последовательность 01? Если это так, то всякая 
читаемая далее последовательность допустима, т.е. с этого момента 
автомат будет находиться лишь в допускающих состояниях.

2. Если последовательность 01 еще не считана, то был ли на предыдущем 
шаге считан символ 0? Если это так, и на данном шаге читается символ 
1, то последовательность 01 будет прочитана, и с этого момента 
автомат будет находиться только в допус кающих состояниях.

3. Действительно ли последовательность 01 еще не прочитана, и на 
предыдущем шаге на вход либо ничего не подавалось (состояние 
начальное), либо был считан символ 1? В этом случае А не перейдет в 
допускающее состояние до тех пор, пока им не бу дут считаны символы 0 
и сразу за ним 1.
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Пример обработки цепочек слайд 3/3

•  
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Способы представления ДКА

• Диаграмма переходов, которая 
представляет собой граф.

• Таблица переходов, дающая табличное 
представление функции δ. Из нее 
очевидны состояния и входной 
алфавит.
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Диаграмма переходов
Диаграмма переходов для ДКА вида A=(Q, ∑, δ,q

0
, F) есть 

граф, определяемый сле дующим образом:
а) всякому состоянию из Q соответствует некоторая 
вершина;
б) пусть δ (q, а)=р для некоторого состояния q из Q и 
входного символа а из ∑. Тогда диаграмма переходов 
должна содержать дугу из вершины q в вершину р, 
отмеченную а. Если существует несколько входных 
символов, переводя щих автомат из состояния q в состояние 
р, то диаграмма переходов может содержать одну дугу, 
отмеченную списком этих символов;
в) диаграмма содержит стрелку в начальное состояние, 
отмеченную как Нача ло. Эта стрелка не выходит ни из какого 
состояния;
г) вершины, соответствующие допускающим состояниям 
(состояниям из F), отмечаются двойным кружком. Состояния, 
не принадлежащие F, изобража ются простым (одинарным) 
кружком. 35



Таблица переходов

• Таблица переходов представляет собой 
обычное табличное представление 
функции, подобной δ, которая двум 
аргументам ставит в соответствие одно 
значение. Строки таб лицы 
соответствуют состояниям, а столбцы — 
входным символам. На пересечении 
стро ки, соответствующей состоянию q, и 
столбца, соответствующего входному 
символу а, находится состояние δ (q, а).
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Расширенная функция 
переходов

•  
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Пример
•  
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Построение расширенной 
функции переходов

•  
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Язык ДКА

•  
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Недетерминированный конечный 
автомат (НКА)

• "Недетерминированный" конечный автомат, или 
НКА (NFA — Nondeterministic Finite Automaton), 
обладает свойством находиться в нескольких 
состояниях одновременно. Эту особенность часто 
представляют как свойство автомата делать 
"догадки" относительно его входных данных. Так, 
если автомат используется для поиска 
определенных цепочек символов (например, 
ключевых слов) в текстовой строке большой длины, 
то в начале поиска полезно "догадаться", что 
автомат находится в начале одной из этих цепочек, а 
затем использовать некоторую последовательность 
состояний для простой проверки того, что символ за 
символом появляется данная цепочка.
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Неформальное описание НКА
• НКА, как и ДКА, имеют конечное множество 
состояний, конечное множество вход ных 
символов, одно начальное состояние и 
множество допускающих состояний. Есть 
также функция переходов, которая, как 
обычно, обозначается через δ. Различие 
между ДКА и НКА состоит в типе функции δ. 
В НКА δ есть функция, аргументами которой 
яв ляются состояние и входной символ (как 
и в ДКА), а значением — множество, состоя 
щее из нуля, одного или нескольких 
состояний (а не одно состояние, как в ДКА).
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Пример НКА

•  
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Обработка цепочек НКА

44



Определение НКА

•  

45



Таблица переходов для НКА
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Расширенная функция переходов 
НКА

•  
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Язык НКА

•  
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Эквивалентность ДКА и НКА

•  
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Конструкция подмножеств

•  
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Пример конструкции подмножеств

•  
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Пример конструкции подмножеств

•  
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Пример конструкции подмножеств

•  
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Пример конструкции подмножеств
•  
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Пример конструкции подмножеств

• Итак, конструкция подмножеств сошлась; 
известны все допустимые состояния и со 
ответствующие им переходы. Полностью ДКА 
показан ниже. Заметим, что он имеет лишь три 
состояния. Это число случайно оказалось 
равным числу состояний НКА, по которому 
строился этот ДКА. Но ДКА ниже имеет шесть 
перехо дов, а НКА автомат — лишь четыре.
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Теоремы конструкции 
подмножеств

•  
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Плохая конструкция подмножеств 
слайд 1

•  
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Плохая конструкция подмножеств 
слайд 2

•  
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Плохая конструкция подмножеств 
слайд 3

•  
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Пример использования 
автомата: поиск цепочек в 

текстеВ век Internet и электронных библиотек с непрерывным доступом обычной 
является следующая проблема. Задано некоторое множество слов, и 
требуется найти все докумен ты, в которых содержится одно (или все) из них. 
Популярным примером такого процесса служит работа поисковой машины, 
которая использует специальную технологию поиска, называемую 
обращенными индексами (inverted indexes). Для каждого слова, встречаю 
щегося в Internet (а их около 100,000,000), хранится список адресов всех мест, 
где оно встречается. Машины с очень большим объемом оперативной памяти 
обеспечивают по стоянный доступ к наиболее востребованным из этих 
списков, позволяя многим людям одновременно осуществлять поиск 
документов.
В методе обращенных индексов конечные автоматы не используются, но этот 
метод требует значительных затрат времени для копирования содержимого 
сети и переписыва ния индексов. Существует множество смежных 
приложений, в которых применить тех нику обращенных индексов нельзя, 
зато можно с успехом использовать методы на осно ве автоматов. Те 
приложения, для которых подходит технология поиска на основе авто матов, 
имеют следующие отличительные особенности:

– Содержимое хранилища текста, в котором производится поиск, быстро 
меняется. 

– Документы, поиск которых осуществляется, не могут быть каталогизированы 
или генерируются «на лету». 
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Недетерминированный 
поисковый автомат

•  

61



Пример такого автомата

•  
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ДКА распознавания слов
•  
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Конечный автомат с ε – переходом

• Рассмотрим еще одно обобщение понятия 
конечного автомата. Придадим автомату новое 
"свойство" — возможность совершать переходы по 
ε, пустой цепочке, т.е. спон танно, не получая на вход 
никакого символа. Эта новая возможность, как и 
недетерми низм, не расширяет класса языков, 
допустимых конечными ав томатами, но дает 
некоторое дополнительное "удобство 
программирования". Кроме то го, рассмотрев далее 
регулярные выражения, покажем, что последние 
тесно связаны с НКА, имеющими ε -переходы. Такие 
автоматы будем называть ε-НКА. Они оказываются 
полезными при доказательстве эквивалентности 
между классами языков, задаваемых конечными 
автоматами и регулярными выражениями.
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Использование ε – переходов

• На слайде изображен ε -НКА, допускающий 
десятичные числа, кото рые состоят из следующих 
элементов.
– Необязательный знак + или -.
– Цепочка цифр.
– Разделяющая десятичная точка.
– Еще одна цепочка цифр. Эта цепочка, как и цепочка (2), 
может быть пустой, но хотя бы одна из них непуста.
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Упрощение поискового 
автомата

• НКА, распознающий ключевые слова web и ebay, 
можно реализовать и с помощью ε - переходов, как 
показано на слайде. Суть в том, что для каждого 
ключевого слова строится полная 
последовательность состояний, как если бы это 
было единственное слово, которое автомат должен 
распознавать. Затем добавляется новое начальное 
со стояние с ε -переходами в начальные состояния 
автоматов для каждого из ключевых слов. 66



Формальная запись ε-НКА

•  
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ε-замыкание

•  
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Пример ε-замыкания

• Для данного в нем набора состояний, который может быть частью 
некоторого ε -НКА, мы можем заключить, что ECLOSE(l)= {1,2, 3,4, 6}.

• В каждое из этих состояний можно попасть из состояния 1, следуя по пути, 
отмечен ному исключительно ε. К примеру, в состояние 6 можно попасть 
по пути 1—>2—>3—>6. Состояние 7 не принадлежит ECLOSE(1), поскольку, 
хотя в него и можно попасть из состояния 1, в соответствующем пути 
содержится переход 4—>5, отмеченный не ε. И не важно, что в состояние 6 
можно попасть из состояния 1, следуя также по пути 1 —>4—>5—>6, в 
котором присутствует не е-переход. Существования одного пути, от 
меченного только ε, уже достаточно для того, чтобы состояние 6 
содержалось в ECLOSE(1)
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Расширенные переходы и языки ε 
–НКА

•  
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Пример

•  
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Устранение ε-переходов
•  
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Пример
• Удалим ε -переходы из ε -НКА (см. слайд 69), который далее 

называется Е. По Е строим ДКА D, изображенный слайде. Для 
того чтобы избежать излиш него нагромождения, состояние ∅ и 
все переходы в него с рисунка удалены. Поэтому, следует иметь 
в виду, что у каждого состояния есть еще дополнительные 
переходы в состояние ∅ по тем входным символам, для которых 
переход на рисунке отсутствует. Кроме того, у состояния ∅ есть 
переход в себя по лю бому входному символу.
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Регулярные выражения
Перейдем от "машинного" задания языков с помощью ДКА и НКА к 
алгебраическо му описанию языков с помощью регулярных выражений. 
Можно показать, что регулярные выражения определяют точно те же языки, 
что и различные типы автоматов, а именно, регулярные языки. В то же время, 
в отличие от автоматов, регулярные выражения позво ляют определять 
допустимые цепочки декларативным способом. Поэтому регулярные 
выражения используются в качестве входного языка во многих системах, 
обрабатываю щих цепочки. Рассмотрим два примера.
• Команды поиска. В таких системах регулярные выражения ис пользуются 

для описания шаблонов, которые пользователь ищет в файле. Различные 
поисковые системы преобразуют регулярное выражение либо в ДКА, 
либо в НКА и применяют этот автомат к файлу, в котором производится 
поиск.

• Генераторы лексических анализаторов, такие как Lex или Flex. Лек сический 
анализатор — это компонент компилятора, разбивающий исходную про 
грамму на логические единицы (лексемы), которые состоят из одного или 
несколь ких символов и имеют определенный смысл. Генератор 
лексических анализаторов получает формальные описания лексем, 
являющиеся по существу ре гулярными выражениями, и создает ДКА, 
который распознает, какая из лексем по является на его входе.
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Операторы регулярных 
выражений слайд 1

• Регулярные выражения обозначают (задают, или 
представляют) языки. В качестве простого примера 
рассмотрим регулярное выражение 01*+10*. Оно 
определяет язык всех цепочек, состоящих либо из 
одного нуля, за которым следует любое количество 
единиц, либо из одной единицы, за которой следует 
произвольное количество нулей. 

• Чтобы понять, почему наша интерпретация 
заданного регуляр ного выражения правильна, 
необходимо определить все использованные в этом 
выраже нии символы, поэтому рассмотрим 
следующие три операции над языками, 
соответствующими операторам регулярных 
выражений.
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Операторы регулярных выражений слайд 2

•  
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Пример итерации слайд 1

•  
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Пример итерации слайд 2

•  
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Построение регулярных 
выражений

• Все алгебры начинаются с некоторых элементарных выражений. 
Обычно это кон станты и/или переменные. Применяя 
определенный набор операторов к этим элементар ным 
выражениям и уже построенным выражениям, можно 
конструировать более слож ные выражения. Обычно необходимо 
также иметь некоторые методы группирования операторов и 
операндов, например, с помощью скобок. К примеру, обычная 
арифмети ческая алгебра начинается с констант (целые и 
действительные числа) и переменных и позволяет нам строить 
более сложные выражения с помощью таких арифметических 
операторов, как + или *.

• Алгебра регулярных выражений строится по такой же схеме: 
используются констан ты и переменные для обозначения языков 
и операторы для обозначения трех операций регулярных 
выражений — объединение, точка и звездочка (оператор 
звёздочка позволяет получить все цепочки, принадлежащие 
языку).
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Определение регулярного выражения

•  
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Пример регулярного выражения 
слайд 1

•  
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Пример регулярного выражения 
слайд 2

•  

82



Пример регулярного выражения 
слайд 3

•  
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Приоритеты операторов 
регулярных выражений

• Для операторов регулярных выражений определен 
следующий порядок приоритетов:

• Оператор "звездочка" имеет самый высокий приоритет, т.е. этот 
оператор применя ется только к наименьшей последовательности 
символов, находящейся слева от него и являющейся правильно 
построенным регулярным выражением.

• Далее по порядку приоритетности следует оператор конкатенации, 
или "точка". Свя зав все "звездочки" с их операндами, связываем 
операторы конкатенации с соответ ствующими им операндами, т.е. 
все смежные (соседние, без промежуточных опера торов) выражения 
группируются вместе. Поскольку оператор конкатенации является 
ассоциативным, то не имеет значения, в каком порядке мы 
группируем последова тельные конкатенации. Если же необходимо 
сделать выбор, то следует группировать их, начиная слева. 
Например, 012 группируется как (01)2.

• В заключение, со своими операндами связываются операторы 
объединения (опера торы +). Поскольку объединение тоже является 
ассоциативным оператором, то и здесь не имеет большого значения, 
в каком порядке сгруппированы последовательные объедине ния, 
однако мы будем придерживаться группировки, начиная с левого края 
выражения.
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Связь конечных автоматов и 
регулярных выражений

• Связь конечных автоматов и регулярных 
выражений показана в соответствующей 
презентации
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Минимизация НКА 
регулярными выражениями 

слайд 1/5
• Рассмотрим НКА, допускающий цепочки 
из нулей и единиц, у которых либо на 
второй, либо на третьей позиции с конца 
стоит 1.
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Минимизация НКА 
регулярными выражениями 

слайд 2/5
• Вна чале преобразуем этот автомат в 
автомат с регулярными выражениями в 
качестве меток. Пока исключение 
состояний не производилось, то все, что 
нам нужно сделать, это заменить метки 
"0, 1" эквивалентным регулярным 
выражением 0+1. 
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Минимизация НКА регулярными выражениями 
слайд 3/5 

•  
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Минимизация НКА регулярными 
выражениями слайд 4/5

•  
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Минимизация НКА 
регулярными выражениями 

слайд 5/5• Теперь снова нужно вернуться к исходному автомату и 
исключить состояние D. Поскольку в этом автомате нет 
состояний, следующих за D, то необходимо лишь удалить дугу, 
ведущую из С в D, вместе с состоянием D. В результате получится 
автомат, показанный ниже.

• Этот автомат очень похож на автомат, изображенный на слайде 
выше; различаются толь ко метки над дугами, ведущими из 
начального состояния в допускающее. Следовательно, можно 
применить правило для автомата с двумя состояниями и 
упростить данное выра жение, получив в результате (0 + 1)*1(0 + 
1). Это выражение представляет другой тип цепочек, допустимых 
этим автоматом, — цепочки, у которых 1 стоит на второй пози ции 
с конца.

• Осталось объединить оба построенные выражения, чтобы 
получить следующее вы ражение для всего автомата.

• (0 + 1)*1(0 + 1) + (0 + 1)*1(0 + 1)(0 + 1)
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Построение автомата на основе 
регулярного выражения слайд 1/3
Все конструируемые автоматы представляют собой ε-НКА с 
одним допускающим со стоянием.
Теорема. Любой язык, определяемый регулярным 
выражением, можно задать не которым конечным 
автоматом.
Доказательство. Предположим, что L = L(R) для регулярного 
выражения R. Пока жем, что L = L(E) для некоторого ε-НКА Е, 
обладающего следующими свойствами.
• Он имеет ровно одно допускающее состояние.
• У него нет дуг, ведущих в начальное состояние.
• У него нет дуг, выходящих из допускающего состояния.
Доказательство проводится структурной индукцией по 
выражению R, следуя рекур сивному определению 
регулярных выражений, данному выше.

91



Построение автомата на основе 
регулярного выражения слайд 2/3
Базис. Базис состоит из трех частей, 
представленных на слайде.
В части (а) рас сматривается выражение 
𝜀. Языком такого автомата является {ε}, 
поскольку единствен ный путь из 
начального в допускающее состояние 
помечен выражением ε. В части (б) 
показана конструкция для ∅. Понятно, 
что, поскольку отсутствуют пути из 
начального состояния в допускающее, 
языком этого автомата будет ∅. 
Наконец, в части (в) пред ставлен 
автомат для регулярного выражения а. 
Очевидно, что язык этого автомата со 
стоит из одной цепочки а и равен L(а). 
Кроме того, все эти автоматы 
удовлетворяют ус ловиям (1), (2) и (3) 
индуктивной гипотезы.
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Построение автомата на основе 
регулярного выражения слайд 3/3

•  
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Пример построения автомата
• Преобразуем регулярное выражение (0 + 

1)*1(0 + 1) в ε-НКА. 
• Постро им сначала автомат для 0 + 1. Для 

этого используем два автомата, 
построенные со гласно предыдущему 
слайду : один с меткой 0 на дуге, другой— с 
меткой 1. Эти автоматы со единены с 
помощью конструкции объединения. 
Результат изображен на рис. а.

• Далее, применим к автомату конструкцию 
итерации. Полученный автомат изображен 
на рис. б. На последних двух ша гах 
применяется конструкция конкатенации. 
Сначала автомат, представленный на рис. 
б, соединяется с автоматом, допускающим 
только це почку 1. Последний получается 
путем еще одного применения базисной 
конструкции с меткой 1 на дуге. Отметим, 
что для распознавания цепочки 1 
необходимо создать новый автомат; здесь 
нельзя использовать автомат для 1, являю 
щийся частью автомата, изображенного на 
рис. а. Третьим автоматом в конкате нации 
будет еще один автомат для выражения 
0+1. Опять-таки, необходимо создать копию 
автомата, поскольку нельзя использовать 
автомат для 0+1, представляющий собой 
часть автомата.

• Полный автомат показан на рис. в. 94



Алгебра регулярных 
выражений

• В примере выше возникла необходимость упрощения 
регулярных выражений для того, чтобы их размер не 
превышал разумные пределы. Было показано, почему 
одно выражение можно было заменить другим. Во всех 
рассмотренных ситуациях основной вывод заключался в 
том, что эти выражения оказывались эквивалентными, т.
е. задавали один и тот же язык. Ниже будет показан ряд 
алгебраических законов, позво ляющих рассматривать 
вопрос эквивалентности двух регулярных выражений на 
более высоком уровне. Вместо исследования 
определенных регулярных выражений, рас смотрим пары 
регулярных выражений с переменными в качестве 
аргументов. 

• Два выра жения с переменными являются 
эквивалентными, если при подстановке любых языков 
вместо переменных оба выражения представляют один и 
тот же язык.
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Коммутативность и 
ассоциативность

Коммутативность— это свойство операции, заключающееся в том, что при 
пере становке ее операндов результат не меняется. Ассоциативность— это 
свойство операции, позволяющее пере группировывать операнды, если 
оператор применяется дважды. Например, ассоциатив ный закон умножения 
имеет вид: (xy)xz = x(yz). Для регулярных выражений выполняются три закона 
такого типа:
• L + М= M+L, т.е. коммутативный закон для объединения утверждает, что 

два языка можно объединять в любом порядке.
• (L + М) + N = L + (М + N). Этот закон— ассоциативный закон объединения — 

говорит, что для объединения трех языков можно сначала объединить как 
два первых, так и два последних из них. Обратите внимание на то, что 
вместе с ком мутативным законом объединения этот закон позволяет 
объединять любое коли чество языков в произвольном порядке, разбивая 
их на любые группы, и резуль тат будет одним и тем же. 

• (LM)N = L(MN). Этот ассоциативный закон конкатенации гласит, что для 
конка тенации трех языков можно сначала соединить как два первых, так и 
два послед них из них.

В предложенном списке нет "закона" LM=ML, гласящего, что операция 
конкатена ции является коммутативной, поскольку это утверждение неверно.
Пример. Рассмотрим регулярные выражения 01 и 10. Эти выражения задают 
языки {01} и {10}, соответственно. Поскольку эти языки различаются, то общий 
закон LM=ML для них не выполняется. Если бы он выполнялся, то можно было 
бы подставить регулярное выражение 0 вместо L и 1 вместо М и получить 
неверное заключение 01 = 10.
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Нулевые и единичные 
элементы•  
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Дистрибутивные законы
•  
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Идемпотентность

•  
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Законы оператора итерации
•  
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Установление законов для 
регулярных выражений

•  
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Теорема законов регулярных 
выражений

•  
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Свойства регулярных языков
• Одними из важнейших свойств регулярных языков 
являются "свойства замкнутости". Эти свойства 
позволяют создавать распознаватели для одних 
языков, построенных из других с помощью 
определенных операций. Например, пересечение 
двух регулярных языков также является 
регулярным. Таким образом, при наличии автоматов 
для двух различных регулярных языков можно 
(механически) построить автомат, который распо 
знает их пересечение. Поскольку автомат для 
пересечения языков может содержать на много 
больше состояний, чем любой из двух данных 
автоматов, то "свойство замкнуто сти" может 
оказаться полезным инструментом для построения 
сложных автоматов.
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Доказательство 
нерегулярности

В предыдущих разделах было установлено, что 
класс языков, известных как регуляр ные, имеет 
не менее четырех различных способов описания. 
Это языки, допускаемые ДКА, НКА и ε-НКА; их 
можно также определять с помощью регулярных 
выражений.
Не каждый язык является регулярным. В этом 
разделе предлагается мощная техника 
доказательства нерегулярности некоторых 
языков, известная как "лемма о накачке". Ниже 
приводится несколько примеров нерегулярных 
языков. Ниже лемма о накачке используется 
вместе со свойствами замкнутости регулярных 
языков для доказательства нерегулярности 
других языков. 104



Лемма о накачке для регулярных 
языков

•  
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Формулировка леммы

•  
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Игровое представление 
леммы

•  
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Пример доказательства 
нерегулярности

•  
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Пример доказательства 
нерегулярности 2

•  
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Свойства замкнутости 
регулярных языков

• Свойства замкнутости регулярных 
языков позволяют создавать новые 
регулярные языки при помощи 
определённых операций над языками, 
регулярность которых уже доказана. 
Свойства замкнутости описываются в 
соответствующей презентации
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Свойства разрешимости 
регулярных языков

• Сформируем важные вопросы, связанные с регулярными языками. Сначала нужно 
разобраться, что значит задать вопрос о некотором языке. Типичный язык 
бесконечен, поэтому бессмысленно предъявлять кому-нибудь цепочки этого языка и 
задавать вопрос, требующий проверки бесконечного множества цепочек. Гораздо ра 
зумнее использовать одно из конечных представлений языка, а именно: ДКА, НКА, ε- 
НКА или регулярное выражение.

• Очевидно, что представленные таким образом языки будут регулярными. В действи 
тельности не существует способа представления абсолютно произвольных языков. 
Ниже предлагаются конечные методы описания более широких классов, чем класс 
регулярных языков, и можно будет рассматривать вопросы о языках из них. Однако 
алгоритмы разрешения многих вопросов о языках существуют только для класса 
регулярных языков. Эти же вопросы становятся "неразрешимыми" (не существует 
алго ритмов ответов на эти вопросы), если они поставлены с помощью более 
"выразитель ных" обозначений (используемых для выражения более широкого 
множества языков), чем представления, разработанные для регулярных языков.

• Начнем изучение алгоритмов для вопросов о регулярных языках, рассмотрев спосо 
бы, которыми одно представление языка преобразуется в другое. В частности, 
рассмот рим временную сложность алгоритмов, выполняющих преобразования. 
Затем рассмот рим три основных вопроса о языках.

• Является ли описываемый язык пустым множеством?
• Принадлежит ли некоторая цепочка w представленному языку?
• Действительно ли два разных описания представляют один и тот же язык? (Этот во 

прос часто называют "эквивалентностью" языков.)
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Преобразования типов 
представлений языков

• Выше было показано, что каждое из четырех 
представлений регулярных языков мож но преобразовать 
в любое из остальных трех. Хотя существуют алгоритмы 
для любого из этих преоб разований, иногда интересует не 
только осуществимость некоторого преобразования, но и 
время, необходимое для его выполнения. В частности, 
важно отличать алгоритмы, которые занимают 
экспоненциальное время (время как функция от размера 
входных данных) и, следовательно, могут быть 
выполнены только для входных данных сравни тельно 
небольших размеров, от тех алгоритмов, время 
выполнения которых является ли нейной, квадратичной 
или полиномиальной с малой степенью функцией от 
размера входных данных. Последние алгоритмы 
"реалистичны", так как их можно выполнить для гораздо 
более широкого класса экземпляров задачи. Рассмотрим 
временную сложность каждого из преобразований.
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Преобразование НКА в ДКА слайд 
1/2

•  
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Преобразование НКА в ДКА слайд 
2/2

•  
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Преобразование ДКА в НКА

•  
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Преобразование автомата в 
регулярное выражение

•  
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Преобразование регулярного 
выражения в автомат

•  
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Проверка пустоты регулярных 
языков

• На первый взгляд ответ на вопрос "является ли 
регулярный язык L пустым?" кажется очевидным: язык 0 
пуст, а все остальные регулярные языки — нет. Однако 
при постановке задачи явный перечень цепочек языка L не 
приводится. Обычно задается некоторое представление 
языка L, и нужно решить, обо значает ли оно язык ∅, или 
нет.

• Если язык задан с помощью конечного автомата любого 
вида, то вопрос пустоты со стоит в том, есть ли какие-
нибудь пути из начального состояния в допускающие. 
Если есть, то язык непуст, а если все допускающие 
состояния изолированы от начального, то язык пуст. 
Ответ на вопрос, можно ли перейти в допускающее 
состояние из начального, является простым примером 
достижимости в графах, подобным вычислению ε- 
замыкания. 
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Алгоритм проверки слайд 1/2 

•  
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Алгоритм проверки слайд 2/2
•  
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Проверка принадлежности 
регулярному языку слайд 1/2

•  
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Проверка принадлежности 
регулярному языку слайд 2/2

•  
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Эквивалентность и минимизация 
автоматов

• В отличие от предыдущих вопросов — пустоты и 
принадлежности, алгоритмы решения которых были 
достаточно простыми, вопрос о том, определяют ли два 
представления двух регулярных языков один и тот же 
язык, требует значительно больших интеллектуальных 
усилий. В текущем разделе рассмотрим, как проверить, 
являются ли два описания регулярных языков 
эквивалентными в том смысле, что они задают один и тот 
же язык. Важным следст вием этой проверки является 
возможность минимизации ДКА, т.е. для любого ДКА 
можно найти эквивалентный ему ДКА с минимальным 
количеством состояний. По существу, та кой ДКА один: 
если даны два эквивалентных ДКА с минимальным 
числом состояний, то всегда можно переименовать 
состояния так, что эти ДКА станут одинаковыми. 
Определения, алгоритмы и примеры приведены в 
соответствующей презентации.
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Контекстно-свободные 
грамматики

• Выше в презентации были рассмотрены регулярные 
языки. В этом разделе рассмотрим более широкий класс 
языков, которые называются контекстно-свободными (КС-
грамматиками). Они имеют естественное рекурсивное 
описание в ви де контекстно-свободных грамматик. Эти 
грамматики играют главную роль в технологии 
компиляции с начала 1960-х годов; они превратили 
непростую задачу реализации синтак сических 
анализаторов, распознающих структуру программы, из 
неформальной в рутин ную, которую можно решить за 
один вечер. Позже контекстно-свободные грамматики ста 
ли использоваться для описания форматов документов в 
виде так называемых определений типа документов 
(document-type definition — DTD), которые применяются в 
языке XML (extensible markup language) для обмена 
информацией в Internet.
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Неформальный пример КС-
грамматики слайд 1/2

•  
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Неформальный пример КС-
грамматики слайд 2/2

•  
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Определение КС-грамматики
•  
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КС-грамматика для выражений, слайд 1/2

•  
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Сокращённая запись 
продукций

•  
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Порождения с использованием 
грамматики

• Для того чтобы убедиться, что данные цепочки принадлежат языку 
некоторой пере менной, применяются продукции КС-грамматики. Есть два 
способа действий. Про стейший подход состоит в применении правил "от 
тела к голове". Берутся цепочки, про которые известно, что они 
принадлежат языкам каждой из переменных в теле прави ла, они 
записываются в соответствующем порядке вместе с терминалами этого 
тела и делается вывод о том, что полученная цепочка принадлежит языку 
переменной в голове. Такая проце дура называется рекурсивным выводом 
(recursive inference).

• Есть еще один способ определения языка грамматики, по которому 
продукции при меняются "от головы к телу". Стартовый символ 
разворачивается, используя одну из его продукций, т.е. продукцию, 
головой которой является этот символ. Затем разворачи вается 
полученная цепочка, заменяя одну из переменных телом одной из ее 
продукций, и так далее, пока не будет получена цепочка, состоящую из 
одних терминалов. Язык грамматики— это все цепочки из терминалов, 
получаемые таким способом. Такое ис пользование грамматики 
называется выведением, или порождением (derivation).
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Пример рекурсивного вывода
• Результаты этих выводов показаны ниже. Например, 
строчка (i) говорит, что в соответствии с продукцией 5 
цепочка а принадле жит языку переменной I. Строчки 
(ii)—(iv) свидетельствуют, что цепочка b00 является 
идентификатором, полученным с помощью одного 
применения продукции 6 и затем двух применений 
продукции 9.

 Выведенная 

цепочка
Для языка 

переменной
Использованная 

продукция
Использованные 

цепочки
1 a I 5  

2 b I 6  

3 b0 I 9 (ii)

4 b00 I 9 (iii)

5 a I 1 (i)

6 b00 E 1 (iv)

7 a+b00 E 2 (v), (vi)

8 (a+b00) E 4 (vii)

9 a*(a+b00) E 3 (v), (vii) 131



Отношение порождения
•  
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Пример порождения
•  
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Левые и правые порождения слайд 1/2

•  
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Левые и правые порождения слайд 2/2

•  
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Обозначения для порождений

•  
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Язык грамматики и выводимые 
цепочки

•  
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Деревья разбора
• Для порождений существует чрезвычайно полезное 
представление в виде дерева. Это дерево наглядно 
показывает, каким образом символы цепочки 
группируются в подце почки, каждая из которых 
принадлежит языку одной из переменных 
грамматики. Воз можно, более важно то, что дерево, 
известное в компиляции как "дерево разбора", явля 
ется основной структурой данных для 
представления исходной программы. В компиля торе 
древовидная структура исходной программы 
облегчает ее трансляцию в исполняе мый код за счет 
того, что допускает естественные рекурсивные 
функции для выполнения этой трансляции.
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Построение дерева разбора

•  
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Пример дерева разбора

•  
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Крона дерева разбора

•  

141



Пример кроны
• На рисунке представлен пример 
дерева с терминальной 
цепочкой в ка честве кроны и 
стартовым символом в корне. 
Оно основано на грамматике 
для выраже ний (см. слайд 128). 
Крона этого дерева образует 
цепочку а * (а + b00), 
выведенную в при мере выше. В 
действительности, как будет 
показано далее, это дерево 
разбора представляет по 
рождение данной цепочки.
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Вывод, порождения и деревья 
разбора

•  
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Переход от выводов к деревьям 
разбора

• Теорема. Пусть G = (V, Т, P,S) — КС-
грамматика. Если рекурсивный вывод ут 
верждает, что терминальная цепочка w 
принадлежит языку переменной А, то 
существует дерево разбора с корнем А и 
кроной w.

• Доказательство производится 
индукцией по числу шагов, 
используемых в выводе того, что w 
принадлежит языку А.
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Переход от деревьев к порождениям 
слайд 1/2

•  
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Переход от деревьев к порождениям слайд 2/2

•  
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Порождения и рекурсивные выводы слайд 1/2

•  
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Порождения и рекурсивные выводы слайд 2/2

•  
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Приложения КС-грамматик
• Контекстно-свободные грамматики были придуманы Н. Хомским (N. 

Chomsky) как способ описания естественных языков, но их оказалось 
недостаточно. Однако по мере того, как множились примеры 
использования рекурсивно определяемых понятий, воз растала и 
потребность в КС-грамматиках как в способе описания примеров таких 
поня тий. Рассмотрим кратко два применения КС-грамматик, одно старое и 
одно новое.

• Грамматики используются для описания языков программирования. 
Более важно здесь то, что существует механический способ превращения 
описания языка, вроде КС-грамматики, в синтаксический анализатор — 
часть компилятора, которая изуча ет структуру исходной программы и 
представляет ее с помощью дерева разбора. Это приложение является 
одним из самых ранних использований КС-грамматик; в дей 
ствительности, это один из первых путей, по которым теоретические идеи 
компью терной науки пришли в практику.

• Развитие XML (Extensible Markup Language) призвано облегчить электронную 
ком мерцию тем, что ее участникам доступны соглашения о форматах 
ордеров, описаний товаров, и многих других видов документов. 
Существенной частью XML является определение типа документа 
(DTD — Document Type Definition), представляющее собой КС-грамматику, 
которая описывает допустимые дескрипторы (tags) и способы их вложения 
друг в друга. На пример, можно было бы заключить в скобки <PHONE> и 
</PHONE> последователь ности символов, интерпретируемые как 
телефонные номера.
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Синтаксические анализаторы

•  
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Оператор if - then – else слайд 1/2

•  
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Оператор if - then – else слайд 2/2

Пример. Рассмотрим цепочку iee. Первое е соответствует i слева от 
него. Оба удаляются. Оставшееся е не имеет i слева, и проверка не 
пройдена; слово iee не принад лежит языку. Отметим, что это 
заключение правильно, поскольку в С-программе слов else не может 
быть больше, чем if.
В качестве еще одного примера рассмотрим iieie. Соответствие 
первого е и i слева от него оставляет цепочку iie. Соответствие 
оставшегося е и i слева оставляет i. Символов е больше нет, и 
проверка пройдена. Это заключение также очевидно, поскольку 
последо вательность iieie соответствует С-программе, структура 
которой подобна приведенной ниже. В действительности, алгоритм 
проверки соответствия (и компилятор С) гово рит нам также, какое 
именно if совпадает с каждым данным else. Это знание сущест 
венно, если компилятор должен создавать логику потока 
управления, подразумеваемую программистом.
if (Условие) {
if (Условие) Инструкция; else Инструкция;
if (Условие) Инструкция; else Инструкция;
}
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Генератор синтаксических 
анализаторов YACC

• Генерация синтаксического анализатора 
(функция, создающая деревья разбора по ис 
ходным программам) воплощена в программе 
YACC, реализованной во всех системах UNIX. На 
вход YACC подается КС-грамматика, запись 
которой отличается от исполь зуемой здесь 
только некоторыми деталями. С каждой 
продукцией связывается действие (action), 
представляющее собой фрагмент С-кода, 
который выполняется всякий раз, ко гда 
создается узел дерева разбора, 
соответствующий (вместе со своими сыновьями) 
этой продукции. Обычно действием является код 
для построения этого узла, хотя в некоторых 
приложениях YACC дерево разбора не создается, 
и действие задает что-то другое, на пример, 
выдачу порции объектного кода.

• Пример. На рисунке показан пример КС-
грамматики в нотации YACC, совпадающей с 
грамматикой выражений со слайда 8. 
Грамматика совпадает с приведенной выше. 
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Особенности нотации YACC

•  
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Языки описания документов: HTML, XML
• Рассмотрим семейство "языков", которые называются языками описания документов 

(markup languages). "Цепочками" этих языков являются документы с определенными 
метками, которые называются дескрипторами (tags). Дескрипторы говорят о семантике 
различных цепочек внутри документа.

• Основным языком сети Internet является язык описания документов, как HTML (Hypertext 
Markup Language). Этот язык имеет две основные функции: создание связей между 
документами и описание формата ("вида") документа. Мы дадим лишь упрощен ный 
взгляд на структуру HTML, но следующие примеры должны показать его структуру и 
способ использования КС-грамматики как для описания правильных HTML- 
документов, так и для управления обработкой документа, т.е. его отображением на мо 
ниторе или принтере.

• Пример. На рисунке показан текст, содержащий список пунктов и его выражение в 
HTML. Показано что HTML состоит из обычного текста, перемежаемого дескрипторами. 
Соответствующие друг другу, т.е. пар ные дескрипторы имеют вид <х> и </х> для 
некоторой цепочки х. 
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Фрагмент грамматики HTML
1. Text (текст) — это произвольная цепочка 

символов, которая может быть проинтер 
претирована буквально, т.е. не имеющая 
дескрипторов. 

2. Char (символ) — цепочка, состоящая из 
одиночного символа, допустимого в HTML- 
тексте. Заметим, что пробелы 
рассматриваются как символы.

3. Doc (документ) представляет документы, 
которые являются последовательностями 
"элементов". Мы определим элементы 
следующими, и это определение будет вза 
имно рекурсивным с определением класса 
Doc.

4. Element (элемент) — это или цепочка типа 
Text, или пара соответствующих друг другу 
дескрипторов и документ между ними, или 
непарный дескриптор, за которым следует 
документ.

5. Listltem (элемент списка) есть дескриптор <LI> 
со следующим за ним документом, который 
представляет собой одиночный элемент 
списка. . 

6. List (список) есть последовательность из нуля 
или нескольких элементов списка.
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Язык XML и определения типа 
документа

Цель XML состоит не в описании форматирования документа; это работа для 
HTML. Вместо этого XML стремится описать "семантику" текста. Например, 
текст наподобие "Кленовая ул., 12" выглядит как адрес, но является ли им? В 
XML дескрипторы окружа ли бы фразу, представляющую адрес, например: 
<ADDR>Кленовая ул., 12</ADDR>
Однако сразу не очевидно, что <ADDR> означает адрес дома. Например, если 
бы до кумент говорил о распределении памяти, мы могли бы предполагать, 
что дескриптор <ADDR> ссылается на адрес в памяти. Ожидается, что 
стандарты описания различных типов дескрипторов и структур, которые 
могут находиться между парами таких дескрип торов, будут развиваться в 
различных сферах деятельности в виде определений типа до кумента (DTD — 
Document-Type Definition).
DTD, по существу, является КС-грамматикой с собственной нотацией для 
описания переменных и продукций. Приведем простое DTD и представим 
некоторые средства, ис пользуемые в языке описания DTD. Язык DTD сам по 
себе имеет КС-грамматику, но не она интересует нас. Мы хотим увидеть, как 
КС-грамматики выражаются в этом языке.
DTD имеет следующий вид. 
<!DOCTYPE имя-DTD [
список определений элементов
]>

157



Определение элемента DTD

Определение элемента, в свою очередь, имеет вид
<! ELEMENT имя-элемента (описание элемента)>
Описания элементов являются, по существу, регулярными выражениями. Их базис обра 
зуется следующими выражениями.
• Имена других элементов, отражающие тот факт, что элементы одного типа могут 

появляться внутри элементов другого типа, как в HTML мы могли бы найти выде 
ленный текст в списке.

• Специальное выражение \#PCDATA, обозначающее любой текст, который не 
включает дескрипторы XML. Это выражение играет роль переменной Text в при мере 
выше.

Допустимы следующие знаки операций.
• |, обозначающий объединение, как в записи регулярных выражений.
• Запятая для обозначения конкатенации. 
• Три варианта знаков операции замыкания. Знак * означает "нуль или несколько 

появлений", + — "не менее одного появления", ? — "нуль или одно появление".
Скобки могут группировать операторы и их аргументы; в их отсутствие действуют 
обычные приоритеты регулярных операций.
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DTD для компьютера, упрощенное
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XML-документ, соответствующий 
DTD

<PCS> 
<РС>
<MODEL>4560</MODEL> 
<PRICE>$2295</PRICE> 
<PROCESSOR>
<MANF>Intel</MANF> 
<MODEL>Pentium</MODEL> 
<SPEED>800mhZ</SPEED> 
</PROCESSOR> 
<RAM>256</RAM> 
<DISK>
<HARDDISK>
<MANF>Maxtor</MANF> 
<MODEL>Diamond</MODEL> 
<SIZE>30.5Gb</SIZE> 
</HARDDISK>
</DISK> 
<DISK>
<CD>
<SPEED>32x</SPEED> 
</CD>
</DISK> 
…
</PC> 
<PC>
…
</PC> 
</PCS>
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Соответствие между КС и DTD

•  
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Переход от КС-грамматик с рег. 
выражениями к обычным слайд 

1/2
•  
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Переход от КС-грамматик с рег. 
выражениями к обычным слайд 

2/2
•  
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Неоднозначности в грамматиках и 
языках

• Как было показано, в приложениях КС-грамматики часто 
служат основой для обеспече ния структуры различного 
рода файлов. Например, в разделе выше грамматики 
использо вались для придания структуры программам и 
документам. Там действовало неявное предположение, 
что грамматика однозначно определяет структуру каждой 
цепочки сво его языка. Однако можно показать, что не 
каждая грамматика обеспечивает уникальность 
структуры.

• Иногда, когда грамматика не может обеспечить 
уникальность структуры, ее можно преобразовать, чтобы 
структура была единственной для каждой цепочки. К 
сожалению, это возможно не всегда, т.е. существуют 
"существенно неоднозначные" языки; каждая грамматика 
для такого языка налагает несколько структур на 
некоторые его цепочки.
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Неоднозначные грамматики

•  
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Различие между деревьями 
разбора

• Разница между этими двумя порождениями значительна. Когда 
рассматривается структура выражений, порождение 1 говорит, 
что второе и третье выражения перемно жаются, и результат 
складывается с первым. Вместе с тем, порождение 2 задает 
сложе ние первых двух выражений и умножение результата на 
третье. Более конкретно, первое порождение задает, что 1+2*3 
группируется как 1 + (2 * 3) = 7, а второе — что группи рование 
имеет вид (I + 2) * 3 = 9. Очевидно, что первое из них (но не 
второе) соответст вует нашему понятию о правильном 
группировании арифметических выражений.

• Поскольку рассматриваемая грамматика выражений дает две 
различные структуры любой цепочке терминалов, порождаемой 
заменой трех выражений в Е + Е* Е иденти фикаторами, для 
обеспечения уникальности структуры она не подходит. В 
частности, хо тя она может давать цепочкам как арифметическим 
выражениям правильное группиро вание, она также дает им и 
неправильное. Для того чтобы использовать грамматику вы 
ражений в компиляторе, мы должны изменить ее, обеспечив 
только правильное группирование. 

• С другой стороны, само по себе существование различных 
порождений цепочки (что не равносильно различным деревьям 
разбора) еще не означает порочности грамматики. 166



Неоднозначность грамматики 
выражений

•  
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Исключение неоднозначности
• В идеальном мире можно было бы дать алгоритм 
исключения неоднозначности из КС-грамматик, почти как 
в теории автоматов, где был приведен алгоритм удаления 
несущест венных состояний конечного автомата. Однако, 
как будет показано ниже, не существует даже алгоритма, 
способного различить, является ли КС-грамматика 
неодно значной. Более того, будет показано, что 
существуют КС-языки, имеющие только неоднозначные 
КС-грамматики; исключение неоднозначности для них 
вообще невозможно.

• К счастью, положение на практике не настолько мрачное. 
Для многих конструкций, возникающих в обычных языках 
программирования, существует техника устранения не 
однозначности. Проблема с грамматикой выражений 
типична, и продемонстрируем устране ние ее 
неоднозначности в качестве важной иллюстрации.
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Причины неоднозначности 
грамматики слайда 128

• Не учитываются приоритеты операторов. В то время как 
на рис. слайда 167 а) оператор * правильно группируется 
перед оператором +, на рис. слайда 167 б) показано также 
допусти мое дерево разбора, группирующее + перед *. 
Необходимо обеспечить, чтобы в одно значной 
грамматике была допустимой только структура, 
показанная на рис. слайда 167 а). 

• Последовательность одинаковых операторов может 
группироваться как слева, так и справа. Например, если 
бы операторы * были заменены операторами +, то 
существовало бы два разных дерева разбора для цепочки 
Е + Е + Е. Поскольку оба оператора ассоциативны, не 
имеет значения, происходит ли группировка слева или 
спра ва, но для исключения неоднозначности нужно 
выбрать что-то одно. Обычный подход состоит в 
группировании слева, поэтому только структура, 
изображенная на рис. слайда 167 б), представляет 
правильное группирование двух операторов +. 169



Установление приоритетов
Решение проблемы установления приоритетов состоит в том, что вводится 
несколько разных переменных, каждая из которых представляет выражения, 
имеющие один и тот же уровень "связывающей мощности". В частности, для 
грамматики выражений это ре шение имеет следующий вид.

1. Сомножитель, или фактор (factor), — это выражение, которое не может быть раз 
делено на части никаким примыкающим оператором, ни *, ни +. Сомножителями в 
рассматриваемом языке выражений являются только следующие выражения: 

а) идентификаторы. Буквы идентификатора невозможно разделить путем при 
соединения оператора;

б) выражения в скобках, независимо от того, что находится между ними. Имен 
но для предохранения операндов в скобках от действия внешних операторов и 
предназначены скобки.

2. Терм (term), или слагаемое, — это выражение, которое не может быть разорвано 
оператором +. В рассматриваемом примере, где операторами являются только + и *, 
терм пред ставляет собой произведение одного или несколько сомножителей. 
Например, терм а* b может быть "разорван", если мы используем левую 
ассоциативность * и помес тим а1* слева, поскольку а1 * а * b группируется слева как 
(al * a)* b, разрывая а* b. Однако помещение аддитивного выражения слева, типа а1+, 
или справа, типа +а1, не может разорвать а* b. Правильным группированием 
выражения а1 + a* b является а1 + (а* Ь), а выражения a* b + а 1  —  (а* b) + а1.

3. Выражение (expression) будет обозначать любое возможное выражение, включая 
те, которые могут быть разорваны примыкающими + и *. Таким образом, выражение 
для рассматриваемого примера представляет собой сумму одного или нескольких 
термов.
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Однозначная грамматика 
выражений
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Сложности однозначной 
грамматики
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Выражение неоднозначности 
через левые порождения
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Существенная 
неоднозначность
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КС-грамматика языка L
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Доказательство неоднозначности 
L
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Автоматы с магазинной 
памятью
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Неформальное определение 
автомата с магазинной памятью
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Конечное управление
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Пример
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Формальное определение автомата с 
магазинной памятью
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Пример создания МП-
автомата
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Графическое представление МП-
автомата
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Конфигурации МП-автомата
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Определение перехода

•  

185



Соглашения по записи МП-
автоматов
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Пример работы МП-автомата
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Важные принципы МП-автоматов
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Языки МП-автоматов
• Выше предполагалось, что МП-автомат допускает свой вход, 

прочитывая его и достигая заключительного состояния. Такой 
подход называется "допуск по заключительному со стоянию". 
Существует другой способ определения языка МП-автомата, 
имеющий важ ные приложения. Для любого МП-автомата можно 
определить язык, "допускаемый по пустому магазину", т.е. 
множество цепочек, приводящих МП-автомат в начальной 
конфигурации к опустошению магазина.

• Эти два метода эквивалентны в том смысле, что для языка L 
найдется МП-автомат, допускающий его по заключительному 
состоянию тогда и только тогда, когда для L най дется МП-
автомат, допускающий его по пустому магазину. Однако для 
конкретных МП- автоматов языки, допускаемые по 
заключительному состоянию и по пустому магазину, обычно 
различны. В этом разделе показывается, как преобразовать МП-
автомат, допус кающий L по заключительному состоянию, в 
другой МП-автомат, который допускает L по пустому магазину, и 
наоборот.
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Допустимость по 
заключительному состоянию
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Допустимость по пустому 
магазину
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Переход от пустого магазина к 
заключительному состоянию
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Пример перехода слайд 1/3

• Пример. Построим МП-автомат, который 
обрабатывает последовательности слов 
if и else в С-программе, где i обозначает if, 
а е — else. Как было показано выше, в 
любом префиксе программы количество 
else не может превышать числа if, 
поскольку в противном случае слову else 
нельзя сопоставить предшествующее 
ему if. Итак, магазинный символ Z 
используется для подсчета разницы 
между текущими коли чествами 
просмотренных i и е. Этот простой МП-
автомат с единственным состоянием 
представлен диаграммой переходов на 
слайде
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Пример перехода слайд 2/3
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Пример перехода слайд 3/3

•  

195



Переход от заключительного 
состояния к пустому магазину слайд 

1/2
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Переход от заключительного 
состояния к пустому магазину слайд 

2/2
•  

197



Эквивалентность МП-автоматов и 
КС-грамматик

Ниже будет показано, что МП-автоматы определяют КС-языки. План 
доказа тельства изображен на слайде. Цель состоит в том, чтобы 
доказать равенство следую щих классов языков.
• Класс КС-языков, определяемых КС-грамматиками.
• Класс языков, допускаемых МП-автоматами по заключительному 

состоянию.
• Класс языков, допускаемых МП-автоматами по пустому 

магазину.
Уже было показано, что классы 2 и 3 равны. После этого достаточно 
доказать, что сов падают классы 1 и 2. Алгоритмы перехода 
показаны в соответствующей презентации
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Детерминированные автоматы с 
магазинной памятью

• Хотя МП-автоматы по определению 
недетерминированы, их детерминированный 
случай чрезвычайно важен. В частности, 
синтаксические анализаторы в целом ведут 
себя как детерминированные МП-автоматы, 
поэтому класс языков, допускаемых этими авто 
матами, углубляет понимание конструкций, 
пригодных для языков программирования. В 
этом разделе определяются 
детерминированные МП-автоматы и частично 
исследуются работы, которые им под силу и на 
которые они не способны.
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Определение ДМП-автомата слайд 1/2
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Определение ДМП-автомата 
слайд 2/2
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Регулярные языки и ДМП
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ДМП и КС-языки
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ДМП и неоднозначные 
грамматики
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Свойства контекстно-свободных 
языков

• Вначале определяются ограничения на структуру 
продукций КС-грамматик и доказывается, что всякий КС-
язык имеет грамматику специального вида. Этот факт об 
легчает доказательство утверждений о КС-языках.

• Можно доказать "лемму о накачке" для КС-языков. Эта 
теорема аналогична тео реме для регулярных языков, но 
может быть использована для доказательства того, что 
некоторые языки не являются контекстно-свободными. 
Далее рассматриваются свойства, изученные для 
регулярных языков, — свойства замкнутости и разре 
шимости. Показывается, что некоторые, но не все, 
свойства замкнутости регулярных языков сохраняются и у 
КС-языков. Часть задач, связанных с КС-языками, 
разрешается с помощью обобщения проверок, 
построенных для регулярных языков, но есть и ряд во 
просов о КС-языках, на которые нельзя дать ответ.
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Нормальные формы КС-
грамматик
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Свойства замкнутости КС-
языков

• Операции, порождающие контекстно-
свободные языки, представлены в 
соответствующей презентации
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Свойства разрешимости КС-
языков

• Теперь рассмотрим, на какие вопросы о контекстно-свободных 
языках можно дать ответ. По аналогии с конечными автоматами, 
где речь шла о свойствах разрешимости регулярных языков, все 
начинается с представления КС-языка— с помощью грамматики 
или МП- автомата. Поскольку выше были показаны взаимные 
преобразования грамма тик и МП-автоматов, можно 
предполагать, что доступны оба представления, и в каждом 
конкретном случае будем использовать более удобное.

• Разрешимых вопросов, связанных с КС-языками, совсем не 
много. Основное, что можно сделать, — это проверить, пуст ли 
язык, и принадлежит ли данная цепочка языку. Этот раздел 
завершается кратким обсуждением проблем, ко торые являются, 
как будет показано ниже, "неразрешимыми", т.е. не имеющими 
алгоритма разрешения. Начнем этот раздел с некоторых 
замечаний о сложности пре образований между грамматиками и 
МП-автоматами, задающими язык. Эти расчеты важны в любом 
вопросе об эффективности разрешения свойств КС-языков по 
данному их представлению.
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Преобразование КС-грамматики и 
МП-автоматов слайд 1/4

• Прежде чем приступать к алгоритмам разрешения вопросов о КС-языках, 
рассмотрим сложность преобразования одного представления в другое. 
Время выполнения преобра зования является составной частью 
стоимости алгоритма разрешения в тех случаях, ко гда алгоритм построен 
для одной формы представления, а язык дан в другой.

• В дальнейшем n будет обозначать длину представления МП-автомата или 
КС - грамматики. Использование этого параметра в качестве 
представления размера грамма тики или автомата является "грубым", в 
том смысле, что некоторые алгоритмы имеют время выполнения, которое 
описывается точнее в терминах других параметров, напри мер, число 
переменных в грамматике или сумма длин магазинных цепочек, встречаю 
щихся в функции переходов МП-автомата.

• Однако мера общей длины достаточна для решения наиболее важных 
вопросов: яв ляется ли алгоритм линейным относительно длины входа (т.
е. требует ли он времени, чуть большего, чем нужно для чтения входа), 
экспоненциальным (т.е. преобразование выполнимо только для примеров 
малого размера) или нелинейным полиномиальным (т.е. алгоритм можно 
выполнить даже для больших примеров, но время будет значи тельным).
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Преобразование КС-грамматики и 
МП-автоматов слайд 2/4
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Преобразование КС-грамматики и 
МП-автоматов слайд 3/4
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Преобразование КС-грамматики и 
МП-автоматов слайд 4/4

•  

212



Преобразование к НФХ слайд 
1/2
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Преобразование к НФХ слайд 
2/2
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Проверка пустоты КС-языков 
слайд 1\4

•  
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Проверка пустоты КС-языков слайд 2\4

Структура данных (см. рисунок) начинает с массива, индексированного перемен ными, как показано слева, 
который говорит, установлено ли, что переменная является порождающей. Массив на рисунке показывает, 
что переменная В уже обнаружена как порождающая, но о переменной А это еще неизвестно. В конце 
алгоритма каждая отмет ка "?" превращается в "нет", поскольку каждая переменная, не обнаруженная 
алгорит мом как порождающая, на самом деле является непорождающей.
Для продукций предварительно устанавливается несколько видов полезных ссы лок. Во-первых, для каждой 
переменной заводится список всех возможных позиций, в которых эта переменная встречается. Например, 
список для переменной В пред ставлен сплошными линиями. Во-вторых, для каждой продукции ведется 
счетчик числа позиций, содержащих переменные, способность которых породить терми нальную цепочку еще 
не учтена. Пунктирные линии представляют связи, ведущие от продукций к их счетчикам. Счетчики, 
показанные на рис. 54, предполагают, что ни одна из переменных в телах продукций еще не учитывалась, 
хотя уже и установлено, что В — порождающая.
Предположим, мы уже обнаружили, что В — порождающая. Мы спускаемся по спи ску позиций в телах, 
содержащих В. Для каждой такой позиции счетчик ее продукции уменьшаем на 1 позицию, которые нужны 
для заключения, что переменная в голове про дукции тоже порождающая, остается на одну меньше.
Если счетчик достигает 0, то понятно, что переменная в голове продукции является порождающей. Связь, 
представленная точечными линиями, приводит к переменной, и эту переменную можно поместить в очередь 
переменных, о которых еще неизвестно, по рождают ли они (переменная В уже исследована). Эта очередь не 
показана.
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Проверка пустоты КС-языков 
слайд 3\4
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Проверка пустоты КС-языков 
слайд 4\4

•  
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Проверка принадлежности КС-
языку слайд 1/4

•  
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Проверка принадлежности КС-
языку слайд 2/4

•  
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Проверка принадлежности КС-
языку слайд 3/4

•  
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Проверка принадлежности КС-
языку слайд 4/4

•  
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Пример проверки 
принадлежности слайд 1/2

•  
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Пример проверки 
принадлежности слайд 2/2

•  
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Неразрешимые проблемы КС-
языков

•  
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Машина Тьюринга и теория 
неразрешимых проблем

• Цель теории неразрешимых проблем состоит не только в том, чтобы установить су ществование таких 
проблем (что само по себе не просто), но также в том, чтобы обеспе чить программистов 
информацией, какие задачи программирования можно решить, а ка кие нельзя. Теория также имеет 
огромное практическое значение, когда рассматривают ся проблемы, которые хотя и разрешимы, но 
требуют слишком большого времени для их решения. Эти проблемы, называемые "трудно 
разрешимыми", или "труднорешаемыми", подчас доставляют программистам и разработчикам 
систем боль ше хлопот, чем неразрешимые проблемы. Причина в том, что неразрешимые проблемы 
редко возникают на практике, тогда как трудно разрешимые встречаются каждый день. Кроме того, 
они часто допускают небольшие модификации условий или эвристические решения. Таким образом, 
разработчику постоянно приходится решать, относится ли данная проблема к классу 
труднорешаемых и что с ней делать, если это так.

• Нужен инструмент, позволяющий доказывать неразрешимость или труднорешаемость повседневных 
вопросов. Методика, применимая для вопросов, касающихся программ, очень сложно переносится на 
проблемы, не связанные с программами. Например, было бы нелегко свести проблему "hello, world" к 
про блеме неоднозначности грамматики.

• Таким образом, нужно перестроить теорию неразрешимости, основанную не на программах на каком-
либо языке, а на очень простой модели компьютера, которая называется машиной Тьюринга. Это 
устройство по существу представляет собой конечный автомат с бесконечной лентой, на которой он 
может как читать, так и записывать данные. Одно из преимуществ машин Тьюринга по сравнению с 
программами как представлением вычислений состоит в том, что машина Тьюринга достаточно 
проста и ее конфигурацию можно точно описать, используя нотацию, весьма похожую на МО МП-
автоматов. Для сравнения, состояние С-программы включает все переменные, возникающие при 
выполне нии любой цепочки вызовов функций, и нотация для описания этих состояний настолько 
сложна, что практически не позволяет проводить понятные формальные доказательства.

• С использованием нотации машин Тьюринга можно доказать неразрешимость некото рых проблем, не 
связанных с программированием. Например, ниже будет пока зано, что "проблема соответствий 
Поста", простой вопрос о двух списках цепочек, не разрешим, и что эта проблема облегчает 
доказательство неразрешимости вопросов о грамматиках, вроде неоднозначности. Аналогично, когда 
будут введены трудно разре шимые проблемы, мы увидим, что к их числу принадлежат и 
определенные вопросы, ка залось бы, не связанные с вычислениями, например, выполнимость 
булевских формул. 226



Решение математических 
вопросов

• В начале XX столетия математик Д. Гильберт поставил вопрос о поисках ал горитма, 
который позволял бы определить истинность или ложность любого математи ческого 
утверждения. В частности, он спрашивал, есть ли способ определить, истинна или 
ложна произвольная формула в исчислении предикатов первого порядка с целыми 
числами. Исчисление предикатов первого порядка с целыми (арифметика) 
достаточно мощно, чтобы выразить утверждения типа "эта грамматика 
неоднозначна" или "эта про грамма печатает hello, world". Поэтому, окажись 
предположение Гильберта пра вильным, данные проблемы были бы разрешимыми.

• Однако в 1931 г. К. Гедель опубликовал свою знаменитую теорему о неполноте. Он 
доказал, что существует истинная формула первого порядка с целыми, которую 
нельзя ни доказать, ни опровергнуть в исчислении предикатов первого порядка над 
целыми. 

• Исчисление предикатов было не единственным понятием, применяемым для форма 
лизации "любого возможного вычисления". В действительности, исчисление 
предикатов, будучи декларативным, а не вычислительным, конкурировало с 
различными нотациями, включая "частично рекурсивные функции". В 1936 г. А. М. 
Тьюринг в качестве модели "любого возможного вычисления" предложил машину 
Тьюринга. Эта модель была не декларативной, а "машиноподобной", хотя настоящие 
электронные и даже электромеха нические машины появились лишь несколько лет 
спустя (и сам Тьюринг занимался их разработкой во время второй мировой войны).

• Интересно, что все когда-либо предложенные серьезные вычислительные модели 
имеют одинаковую мощность, т.е. все они вычисляют одни и те же функции или распо 
знают одни и те же множества. Недоказуемое предположение, что любой общий 
метод вычислений позволяет вычислять лишь частично рекурсивные функции (и их 
же способ ны вычислять машины Тьюринга или современные компьютеры), известно 
как гипотеза Черча (следуя логике А. Черча), или тезис Черча-Тьюринга.
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Описание машины Тьюринга

• Машина Тьюринга изображена на рисунке. 
Машина состоит из конечного управления, 
которое может находиться в любом из 
конечного множества состояний. Есть 
лента, разби тая на клетки; каждая клетка 
может хранить любой символ из конечного 
их множества.
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Элементы машины Тьюринга
• Изначально на ленте записан вход, представляющий собой цепочку 

символов конеч ной длины. Символы выбраны из входного алфавита. 
Все остальные клетки, до беско нечности, слева и справа от входа 
содержат специальный символ, называемый пустым символом, или 
пробелом. Он является не входным, а ленточным символом. Кроме вход 
ных символов и пробела возможны другие ленточные символы.

• Ленточная головка (далее просто головка) всегда устанавливается на 
какую-то из клеток ленты, которая называется сканируемой, или 
обозреваемой. Вначале обозревается крайняя слева клетка входа.

• Переход машины Тьюринга — это функция, зависящая от состояния 
конечного управления и обозреваемого символа. За один переход 
машина Тьюринга должна вы полнить следующие действия.

1. Изменить состояние. Следующее состояние может совпадать с 
текущим.

2. Записать ленточный символ в обозреваемую клетку. Этот символ 
замещает любой символ в этой клетке, в частности, символы могут 
совпадать.

3. Сдвинуть головку влево или вправо. В нашей формализации не 
допускается, чтобы го ловка оставалась на месте. Это ограничение не 
изменяет того, что могут вычислить машины Тьюринга, поскольку любая 
последовательность переходов с остающейся на месте головкой и 
последующим сдвигом может быть сжата до одного перехода с из 
менением состояния и ленточного символа и сдвигом головки влево или 
вправо.
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Формальное описание машины 
Тьюринга

•  
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Конфигурации машины Тьюринга 
слайд 1/2

•  
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Конфигурации машины Тьюринга 
слайд 2/2

•  
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Пример машины Тьюринга слайд 
1/4

•  
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Пример машины Тьюринга слайд 
2/4

•  
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Пример машины Тьюринга слайд 
3/4

•  
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Пример машины Тьюринга слайд 
4/4

•  
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Диаграмма переходов для 
машины Тьюринга

•  
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Пример диаграммы переходов
• Ниже представлена диаграмма переходов для 
машины Тьюринга из рассмотренного выше 
примера. Ее функция переходов изображена на 
слайде 234
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Машина Тьюринга для усечённой 
разности слайд 1/4

•  
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Машина Тьюринга для усечённой 
разности слайд 2/4

•  

240



Машина Тьюринга для усечённой 
разности слайд 3/4
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Машина Тьюринга для усечённой 
разности слайд 4/4

•  
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Язык машины Тьюринга
• Способ допускания языка машиной Тьюринга 
уже описан интуитивно. Входная це почка 
помещается на ленту, и головка машины 
начинает работу на крайнем слева симво ле. 
Если МТ в конце концов достигает 
допускающего состояния, то вход допускается, 
в противном случае — нет.

• Языки, допустимые с помощью машин 
Тьюринга, часто называются рекурсивно пе 
речислимыми, или РП-языками. Термин 
"рекурсивно перечислимые" происходит от вы 
числительных формализмов, 
предшествовавших машинам Тьюринга, но 
определявших тот же класс языков или 
арифметических функций. 243



Допустимость по останову
•  
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Программирование машины 
Тьюринга

• Цель данного раздела состоит в обосновании того, что машину 
Тьюринга можно использовать для вычисле ний так же, как и 
обычный компьютер. В конечном счете, можно показать, что МТ 
равна по своей мощи обычному компьютеру. В частности, она 
может выполнять некото рые вычисления, имея на входе другие 
машины Тьюринга, подобно тому, как программа проверяет 
другие программы. Именно это свойство "интроспективности" как 
машин Тьюринга, так и компьютерных программ позволяет 
доказы вать неразрешимость проблем.

• Для иллюстрации возможностей МТ представим 
многочисленные приемы интерпре тации ленты и конечного 
управления машины Тьюринга. Ни один из этих приемов не 
расширяет базовую модель МТ; они лишь делают запись более 
удобной. В дальнейшем они используются для имитации 
расширенных моделей машин Тьюринга с дополнитель ными 
свойствами, например, с несколькими лентами, на базовой 
модели МТ.
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Память в состоянии слайд 1/3

•  
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Память в состоянии слайд 2/3

•  
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Память в состоянии слайд 3/3

•  
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Многодорожечные ленты

•  
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Пример многодорожечной ленты 
слайд 1/4

•  
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Пример многодорожечной ленты 
слайд 2/4

•  
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Пример многодорожечной ленты 
слайд 3/4

•  
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Пример многодорожечной ленты 
слайд 4/4

•  
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Подпрограммы
• Машины Тьюринга — это программы, и их полезно 

рассматривать как построенные из набора взаимодействующих 
компонентов, или "подпрограмм". Подпрограмма машины Тью 
ринга представляет собой множество состояний, выполняющее 
некоторый полезный процесс. Это множество включает в себя 
стартовое состояние и еще одно состояние, которое не имеет 
переходов и служит состоянием "возврата" для передачи 
управления какому-либо множеству состояний, вызвавшему 
данную подпрограмму. "Вызов" подпрограммы возникает везде, 
где есть переход в ее начальное состояние. Машины Тьюринга 
не имеют механизма для запоми нания "адреса возврата", т.е. 
состояния, в которое нужно перейти после завершения подпро 
граммы. Поэтому для реализации вызовов одной и той же МТ из 
нескольких состояний мож но создавать копии подпрограммы, 
используя новое множество состояний для каждой копии. 
"Вызовы" ведут в начальные состояния разных копий 
подпрограммы, и каждая копия "возвращает" в соответствующее 
ей состояние.
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Подпрограмма Copy слайд 1/2

•  
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Подпрограмма Copy слайд 2/2

•  
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Машина Тьюринга и Copy слайд 
1/2

•  
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Машина Тьюринга и Copy слайд 
2/2

•  
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Расширения машины 
Тьюринга

• Ниже представлены некоторые вычислительные модели, 
связанные с маши нами Тьюринга и имеющие такую же 
мощность (в смысле распознавания языков), что и 
базовая модель МТ, с которой мы работали до сих пор. 
Одна из них, многоленточная МТ, позволяет легко 
имитировать работу компьютера или других видов машин 
Тьюрин га. И хотя многоленточные машины не мощнее 
базовой модели, речь также пойдет об их способности 
допускать языки.

• Затем рассматриваются недетерминированные машины 
Тьюринга — расширение ос новной модели, в котором 
разрешается совершать любой из конечного множества 
пере ходов в данной ситуации. Это расширение в 
некоторых случаях также облегчает "прог раммирование" 
машин Тьюринга, не добавляя ничего к 
распознавательной мощности ба зовой модели.
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Многоленточные машины 
ТьюрингаМноголенточная машина Тьюринга представлена на 

рисунке
Устройство имеет конечное управление (состояния) и 
некоторое конечное число лент. Каждая лента раз делена 
на клетки, и каждая клетка может содержать любой символ 
из конечного лен точного алфавита. Как и у одноленточных 
МТ, множество ленточных символов вклю чает пробел, а 
также имеет подмножество входных символов, к числу 
которых пробел не принадлежит. Среди состояний есть 
начальное и допускающие. Начальная конфи гурация 
такова:

• Вход (конечная последовательность символов) 
размещен на первой ленте.

• Все остальные клетки всех лент содержат пробелы.
• Конечное управление находится в начальном 

состоянии.
• Головка первой ленты находится в левом конце входа.
• Головки всех других лент занимают произвольное 

положение. Поскольку все ленты, кроме первой, пусты, 
начальное положение головок на них не имеет 
значения (все клетки "выглядят" одинаково).
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Переход многоленточной МТ
• Переход многоленточной МТ зависит от состояния и символа, 

обозреваемого каждой головкой. За один переход многоленточная МТ 
совершает следующие действия.

1. Управление переходит в новое состояние, которое может совпадать с 
предыдущим.

2. На каждой ленте в обозреваемую клетку записывается новый символ. 
Любой из них может совпадать с символом, бывшим там раньше.

3. Каждая из ленточных головок сдвигается влево или вправо или остается 
на месте. Головки сдвигаются независимо друг от друга, поэтому разные 
головки могут дви гаться в разных направлениях, а некоторые вообще 
оставаться на месте.

• Формальная запись переходов не приводится — ее вид является 
непосредственным обобщением записи для одноленточной МТ, за 
исключением того, что сдвиги теперь обозначаются буквами L, R или S. 
Возможность оставлять головку на месте не была пре дусмотрена для 
одноленточных МТ, поэтому в их записи не было S. Многоленточные МТ, 
как и одноленточные, допускают, попадая в допускающее состояние.
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Эквивалентность одноленточных 
и многоленточных МТ

• Напомним, что рекурсивно перечислимые 
языки определяются как языки, допускае мые 
одноленточными МТ. Очевидно, что 
многоленточные МТ допускают все рекурсив но 
перечислимые языки, поскольку одноленточная 
МТ является частным случаем мно голенточной. 
Но существуют ли не рекурсивно 
перечислимые языки, допускаемые мно 
голенточными МТ? Ответом является "нет", и 
мы докажем это, показав, как многолен точная 
МТ имитируется с помощью одноленточной.

• Теорема. Каждый язык, допускаемый 
многоленточной МТ, рекурсивно перечислим.
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Время работы и «много лент к 
одной»

•  
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Недетерминированные МТ

•  
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Языки НМТ

•  
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Ограниченные МТ
• Выше были показаны обобщения машин Тьюринга, которые в 

действительности не добавляют никакой мощности в смысле 
распознаваемых языков. Теперь рассмотрим несколько примеров 
ограничений МТ, которые также не изменяют их распознавательной 
мощно сти. Первое ограничение невелико, но полезно во многих 
конструкциях, которые мы увидим позже: бесконечная в обе стороны 
лента заменяется бесконечной только вправо. Ограниченным МТ 
запрещается также записывать пробел вместо других ленточных 
символов. Это ограничение позволяет считать, что МО состоят только из 
значащих сим волов и всегда начинаются левым концом ленты.

• Затем исследуются определенные виды многоленточных МТ, которые 
обобщают МП-автоматы. Во-первых, ленты МТ ограничиваются и ведут 
себя, как магазины. Во- вторых, ленты ограничиваются еще больше, 
становясь "счетчиками", т.е. они могут представлять лишь одно целое 
число, а МТ имеет возможность только отличать 0 от лю бого ненулевого 
числа. Значение этих ограничений в том, что существует несколько очень 
простых разновидностей автоматов, обладающих всеми возможностями 
компью теров. Более того, неразрешимые проблемы, связанные с 
машинами Тьюринга и описан ные в главе 9, в равной мере относятся и к 
этим простым машинам.
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Односторонняя лента

•  
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Усиленное ограничение

•  
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Мультистековые МТ слайд 1/2

• Теперь рассмотрим несколько вычислительных 
моделей, основанных на обобщениях ма газинных 
автоматов. Вначале рассмотрим, что происходит, 
если МП-автомат имеет несколь ко магазинов. Из 
примера выше уже известно, что МТ может 
допускать языки, не допускае мые никаким МП-
автоматом с одним магазином. Однако оказывается, 
что если снабдить МП-автомат двумя магазинами, то 
он может допустить любой язык, допускаемый МТ.

• Рассмотрим также класс машин, называемых 
"счетчиковыми машинами". Они обла дают 
возможностью запоминать конечное число целых 
чисел ("счетчиков") и совершать различные 
переходы в зависимости от того, какие из счетчиков 
равны 0 (если таковые вообще есть). Счетчиковая 
машина может только прибавить 1 к счетчику или 
вычесть 1 из него, но отличить значения двух 
различных ненулевых счетчиков она не способна. 
Следовательно, счетчик похож на магазин с 
двухсимвольным алфавитом, состоящим из маркера 
дна (он появляется только на дне) и еще одного 
символа, который можно зано сить в магазин и 
выталкивать из него.

• Формальное описание работы мультистековой, 
или многомагазинной машины здесь не приводится, 
но идея иллюстрируется рисунке; k-магазинная 
машина представляет со бой детерминированный 
МП-автомат с k магазинами. 
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Мультистековые МТ слайд 2/2

•  
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Счётчиковые машины

•  
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Мощность счётчиковых машин
О языках счетчиковых машин стоит сделать несколько очевидных замечаний.
Каждый язык, допускаемый счетчиковой машиной, рекурсивно перечислим. При чина в 
том, что счетчиковые машины являются частным случаем магазинных, а магазинные — 
частным случаем многоленточных машин Тьюринга, которые по теореме выше допускают 
только рекурсивно перечислимые языки.
Каждый язык, допускаемый односчетчиковой машиной, является КС-языком. За метим, 
что счетчик, с точки зрения определения 2, является магазином, поэтому 
односчетчиковая машина представляет собой частный случай одномагазинной, т.е. МП-
автомата. Языки односчетчиковых машин допускаются детерминирован ными МП-
автоматами, хотя доказать это на удивление сложно. Трудность вызы вает тот факт, что 
мультистековые и счетчиковые машины имеют маркер $ в конце входа. 
Недетерминированный МП-автомат может "догадаться", что он ви дит последний входной 
символ, и следующим будет маркер. Таким образом, яс но, что недетерминированный МП-
автомат без концевого маркера может имити ровать ДМП-автомат с маркером. Однако 
доказать, что ДМП-автомат без конце вого маркера может имитировать ДМП-автомат с 
маркером, весьма трудно.
Удивительно, но для имитации машины Тьюринга и, следовательно, для допускания 
любого рекурсивно перечислимого языка, достаточно двух счетчиков. Для обоснования 
этого утверждения вначале доказывается, что достаточно трех счетчиков, а затем три 
счетчика имитируются с помощью двух.
Теорема. Каждый рекурсивно перечислимый язык допускается трехсчетчиковой 
машиной.
Теорема. Каждый рекурсивно перечислимый язык допускается двухсчетчиковой 
машиной.
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Машина Тьюринга и 
компьютеры

• Связь между компьютерами и 
машинами Тьюринга, а также структура 
универсальной машины Тьюринга 
показана в соответствующей 
презентации
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Неразрешимость и МТ
В разделе выше были приведены рассуждения, которые неформально обосновывали 
существование проблем, не разрешимых с помощью компьютера. Недос татком тех 
"правдоподобных рассуждений" было вынужденное пренебрежение реаль ными 
ограничениями, возникающими при реализации любого языка программирования на 
любом реальном компьютере. Однако эти ограничения, вроде конеч ности адресного 
пространства, не являются фундаментальными. Наоборот, с течением времени мы 
вправе ожидать от компьютеров неограниченного роста таких количествен ных 
характеристик, как размеры адресного пространства, оперативной памяти и т.п.
Сосредоточившись на машинах Тьюринга, для которых ограничения такого рода от 
сутствуют, можно лучше понять главное — принципиальные возможности вычислитель 
ных устройств, если не сегодня, то в перспективе. Текущем разделе дается формальное 
дока зательство того, что никакая машина Тьюринга не может решить следующую задачу:
• Допускает ли данная машина Тьюринга сама себя (свой код) в качестве входа?
Выше было показано, что на машинах Тьюринга можно имитировать работу реальных 
компьютеров, даже не имеющих сегодняшних ограничений. Поэтому независимо от то го, 
насколько ослаблены эти практические ограничения, у нас будет строгое доказатель ство, 
что указанную задачу нельзя решить с помощью компьютера.
Далее разделим проблемы, разрешимые с помощью машин Тьюринга, на два класса. В 
первый класс войдут те из них, которые имеют алгоритм решения (т.е. машину Тьюринга, 
которая останавливается независимо от того, допускает она свой вход или нет). Во второй 
класс войдут проблемы, разрешимые лишь с помощью таких машин Тьюринга, которые с 
недопустимыми входами могут работать бесконечно. В последнем случае проверить 
допустимость входа весьма проблематично, поскольку независимо от того, сколь долго 
работает МТ, неизвестно, допускается вход или нет. Поэтому мы со средоточимся на 
методах доказательства "неразрешимости" проблем, т.е. что для них не существует 
алгоритма решения независимо от того, допускаются ли они машиной Тью ринга, которая 
не останавливается на некоторых входах, или нет.
Будет доказано, что неразрешима следующая проблема.
• Допускает ли данная машина Тьюринга данный вход? 274



Неперечислимый язык

•  
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Двоичное представление МТ 
слайд 1/3

•  
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Двоичное представление МТ 
слайд 2/3

•  
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Двоичное представление МТ 
слайд 3/3

•  
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Язык диагонализации слайд 
1/2

•  
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Язык диагонализации слайд 
2/2

•  
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Неразрешимая РП-проблема

•  
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Рекурсивные языки слайд 1/2

• Язык L называется рекурсивным, если L = L(M) для 
некоторой машины Тьюринга М, удовлетворяющей 
следующим условиям.
– Если w принадлежит L, то М попадает в допускающее 

состояние (и, следовательно, останавливается).
– Если w не принадлежит L, то М в конце концов 

останавливается, хотя и не попадает в допускающее 
состояние.

• МТ этого типа соответствует интуитивному понятию 
"алгоритма" — правильно опреде ленной 
последовательности шагов, которая всегда заканчивается 
и приводит к некото рому ответу. Если мы рассматриваем 
язык L как "проблему", то проблема L называется 
разрешимой, если она является рекурсивным языком. В 
противном случае проблема на зывается неразрешимой.
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Рекурсивные языки слайд 2/2

•  
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Дополнение рекурсивных и РП-
языков

•  
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Пример дополнения

•  
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Универсальный язык слайд 1/3

•  
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Универсальный язык слайд 2/3

•  
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Универсальный язык слайд 3/3
•  
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Неразрешимость универсального 
языка

•  
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Неразрешимые проблемы и 
машины Тьюринга

•  
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Сведение проблем
•  

291



Теорема о сведении

•  
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Машина Тьюринга и пустой 
язык

•  
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Теорема Райса и свойства РП-
языков слайд 1/2

•  
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Теорема Райса и свойства РП-
языков слайд 2/2

•  
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Проблемы описания языка 
машиной Тьюринга

Согласно теореме, приведённой выше, все проблемы, связанные только с 
языками машин Тьюринга, неразрешимы. Некоторые из них интересны сами 
по себе. Например, неразрешимы сле дующие вопросы.
• Пуст ли язык, допускаемый МТ?
• Конечен ли язык МТ?
• Регулярен ли язык, допускаемый МТ?
• Является ли язык МТ контекстно-свободным?
Вместе с тем, теорема Райса не означает, что любая проблема, связанная с 
МТ, не разрешима. Например, вопросы о состояниях МТ, в отличие от 
вопросов о языке, могут быть разрешимыми.
Пример. Вопрос о том, имеет ли МТ пять состояний, разрешим. Алгоритм, ре 
шающий его, просматривает код МТ и подсчитывает число состояний, 
встреченных в его переходах.
Еще один пример разрешимого вопроса — существует ли вход, при 
обработке кото рого МТ совершает более пяти переходов? 
Алгоритм решения становится очевидным, если заметить, что, когда МТ 
делает пять переходов, она обозревает не более девяти кле ток вокруг 
начальной позиции головки. Поэтому можно проимитировать пять переходов 
МТ на любом из конечного числа входов, длина которых не более девяти. 
Если все эти имитации не достигают останова, то делается вывод, что на 
любом входе данная МТ со вершает более пяти переходов. 
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Проблема соответствий Поста

•  
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Определение ПСП

•  
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Пример ПСП 1
•  
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Пример ПСП 2

•  
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Неразрешимость ПСП 2

•  
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Модифицированная ПСП

•  
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Пример МПСП
•  
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Формализация МПСП

•  
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Сведение к МПСП слайд 1/4
•  
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Сведение к МПСП слайд 2/4
•  
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Сведение к МПСП слайд 3/4
•  
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Сведение к МПСП слайд 4/4

5. Наконец, если допускающее состояние 
поглотило все ленточные символы, то оно ос 
тается в одиночестве как последнее МО в цепочке 
В. Таким образом, разность цепо чек (суффикс 
цепочки В, который нужно дописать к цепочке А 
для того, чтобы она со ответствовала В) есть q#, и 
для завершения решения используется 
последняя пара.
Список А    Список В
q## #
Теорема. Проблема соответствий Поста 
неразрешима.
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Проблемы, связанные с 
программами

• Прежде всего, отметим, что на любом привычном языке 
можно написать программу, которая на вход получает 
экземпляр ПСП и ищет решение по определенной 
системе, на пример, в порядке возрастания длины (числа 
пар) потенциальных решений. Поскольку ПСП может 
иметь произвольный алфавит, нужно закодировать 
символы ее алфавита с помощью двоичного или другого 
фиксированного алфавита.

• Программа может выполнять любое конкретное действие, 
например, останав ливаться или печатать фразу hello, 
world, если она нашла решение. В противном случае 
программа никогда не выполняет это конкретное 
действие. Таким образом, во прос о том, печатает ли 
программа hello, world или выполняет любое другое не 
тривиальное действие, неразрешим. В действительности 
для программ справедлив ана лог теоремы Райса: всякое 
нетривиальное свойство программы, связанное с ее 
действия ми (но не лексическое или синтаксическое 
свойство самой программы), является неразрешимым.
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Неразрешимость 
неоднозначности КС-грамматик 

слайд 1/3
•  
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Неразрешимость 
неоднозначности КС-грамматик 

слайд 2/3
•  
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Неразрешимость 
неоднозначности КС-грамматик 

слайд 3/3
•  
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Дополнение списка языка

•  
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Неразрешимость КС-грамматики 
и регулярного выражения

•  
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Трудноразрешимые задачи
• Обсуждение вычислимости переносится на уровень ее 
эффективности или неэффектив ности. Предметом 
изучения становятся разрешимые проблемы, и в данном 
разделе рассматривается вопрос о том, какие из них 
можно решить на машинах Тьюринга за время, 
полиномиально зависящее от раз мера входных данных.

• Напомним два важных факта:
– Проблемы, разрешимые за полиномиальное время на 

обычном компьютере, — это именно те проблемы, которые 
разрешимы за такое же время с помощью ма шины Тьюринга.

– Практика показывает, что разделение проблем на разрешимые 
за полиномиальное время и требующие экспоненциального 
или большего времени, является фундамен тальным. 
Полиномиальное время решения реальных задач, как 
правило, является приемлемым, тогда как задачи, требующие 
экспоненциального времени, практиче ски (за приемлемое 
время) неразрешимы, за исключением небольших 
экземпляров.
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Состав раздела
•  
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Краткое введение в 
трудноразрешимость

• Итак, предполагается, что класс проблем, разрешимых 
недетерминированными МТ за полиномиальное время, 
содержит, по крайней мере, несколько проблем, которые нельзя 
решить за полиномиальное время детерминированными МТ 
(даже если для последних до пускается более высокая степень 
полинома). Существуют буквально тысячи проблем, при 
надлежность которых данной категории практически не 
вызывает сомнений, поскольку они легко разрешимы с 
помощью НМТ с полиномиальным временем, но для их решения 
не известно ни одной ДМТ (или, что то же самое, компьютерной 
программы) с полиноми альным временем. Более того, важным 
следствием теории труднорешаемости является то, что либо все 
эти проблемы имеют детерминированные решения с 
полиномиальным време нем — решения, ускользавшие от нас в 
течение целых столетий, либо таких решений не имеет ни одна 
из них, и они действительно требуют экспоненциального 
времени.
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Определение класса P

•  
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Алгоритм Краскала и МТ: 
проблемы

• Выход алгоритмов разрешения различных проблем может иметь много разных форм, 
например, список ребер экономического дерева. Проблемы же, решаемые машинами 
Тью ринга, можно интерпретировать только как языки, а их выходом может быть 
только ДА или НЕТ (допустить или отвергнуть). Например, проблему поиска 
экономического дерева можно перефразировать так: "Для данного графа G и 
предельного числа W выяснить, имеет ли G остовное дерево с весом не более W?". 
Может показать ся, что эту проблему решить легче, чем проблему экономического 
дерева в знакомой форму лировке, поскольку не нужно даже искать остовное дерево. 
Однако в рамках тео рии труднорешаемости, как правило, нужно доказать, что 
проблема трудна (не легка). А из того, что "да/нет"-версия проблемы трудна, следует, 
что трудна и ее версия, предполагающая полный ответ.

• Хотя "размер" графа можно неформально представить себе как число его узлов или 
ребер, входом МТ является цепочка в некотором конечном алфавите. По этому такие 
элементы, фигурирующие в проблеме, как узлы и ребра, должны быть подходящим 
образом закодированы. Выполняя это требование, получаем в результате цепочки, 
длина которых несколько превышает предполагаемый "размер" входа. Однако есть 
две причины проигнорировать эту разницу.
– Размеры входной цепочки МТ и входа неформальной проблемы всегда отличаются не более, 

чем малым сомножителем, обычно — логарифмом размера входных дан ных. Таким образом, 
все, что делается за полиномиальное время с использованием одной меры, можно сделать 
за полиномиальное время, используя другую меру.

– Длина цепочки, представляющей вход, — в действительности более точная мера числа 
байтов, которые должен прочитать реальный компьютер, обрабатывая свой вход. Например, 
если узел задается целым числом, то количество байтов, необходи мых для представления 
этого числа, пропорционально его логарифму, а это не "1 байт на каждый узел", как можно 
было бы предположить при неформальном подсче те размера входа.
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Пример кодирования графа
• Рассмотрим код для графов и предельных весов, который 
может быть входом для проблемы ОДМВ. В коде 
используются пять символов: 0, 1, левая и правая скобки, 
а также запятая.

1. Припишем всем узлам целые числа от 1 до т.
2. В начало кода поместим значения m и предельного веса 

W в двоичной системе счис ления, разделенные запятой.
3. Если существует ребро, соединяющее узлы i и j и 

имеющее вес w, то в код записыва ется тройка (i,j, w), где 
целые числа i, j и w кодируются в двоичном виде. 
Порядок записи узлов ребра и порядок ребер в графе не 
играют роли.

• Таким образом, один из возможных кодов графа с 
предельным весом W= 40 имеет вид 100, 101000(1, 10, 
1111)(1, 11, 1010)(10, 11, 1100)(10, 100, 10100)(11, 100, 10010).

320



Оценка кодирования

•  
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Дополнительные ленты МТ
• Дополнительные ленты используются для выполнения нескольких 

вспомога тельных задач.
1. На одной из лент можно хранить информацию об узлах и их текущих 

номерах ком понентов. Длина такой таблицы составит О(n).
2. Еще одна лента может применяться в процессе просмотра входной 

ленты для хране ния информации о ребре, имеющем на данный момент 
наименьший вес среди ребер, не помеченных как "использованные" 
(выбранные). С помощью второй дорожки входной ленты можно 
отмечать те ребра, которые были выбраны в качестве ребер 
наименьшего веса на одном из предыдущих этапов работы алгоритма. 
Поиск непо меченного ребра наименьшего веса занимает время 0(n), 
поскольку каждое ребро рассматривается лишь один раз, и сравнить вес 
можно, просматривая двоичные чис ла линейно, справа налево.

3. Если ребро на некотором этапе выбрано, то соответствующие два узла 
помещаются на ленту. Чтобы установить компоненты этих двух узлов, 
нужно просмотреть табли цу узлов и компонентов. Это займет 0(п) 
времени.

4. Еще одна лента может хранить информацию об объединяемых 
компонентах i и j, когда найденное ребро соединяет различающиеся на 
данный момент компоненты. В этом случае просматривается таблица 
узлов и компонентов, и для каждого узла из компо нента i номер 
компонента меняется на j. Эта процедура также занимает О(п) времени.
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Оценка сложности алгоритма 
Краскала

• Теперь нетрудно завершить доказательство, что на 
многоленточной МТ каждый этап работы алгоритма 
может быть выполнен за время О(п). Поскольку чис 
ло этапов е не превышает n, делаем вывод, что 
времени 0(п2) достаточно для многолен точной МТ. 
Теперь вспомним теорему, утверждавшую, что 
работу, которую много ленточная МТ выполняет за s 
шагов, можно выполнить на одноленточной МТ за 
0(s2) шагов. Таким образом, если многоленточной МТ 
требуется сделать 0(п2) шагов, то мож но построить 
одноленточную МТ, которая делает то же самое за 
0((n2)2) = 0(n4) шагов. Следовательно, "да/нет"-версия 
проблемы экономического дерева ("имеет ли граф G 
ОДМВ с общим ве сом не более W?) принадлежит P.
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Недетерминированное 
полиномиальное время

• Фундаментальный класс проблем в изучении труднорешаемости 
образован пробле мами, разрешимыми с помощью недетерминированной 
МТ за полиномиальное время. Формально, можно сказать, что язык L 
принадлежит классу NP (недетерминированный по линомиальный), если 
существуют недетерминированная МТ М и полиномиальная вре менная 
сложность Т(п), для которых L = L(M), и у М нет последовательностей 
переходов длиной более Т(п) при обработке входа длины n.

• Поскольку всякая детерминированная МТ представляет собой 
недетерминированную МТ, у которой нет возможности выбора переходов, 
то V с MV. Однако оказывается, что в MV содержится множество проблем, 
не принадлежащих V. Интуиция подсказывает: причина в том, что НМТ с 
полиномиальным временем работы имеет возможность уга дывать 
экспоненциальное число решений проблемы и проверять "параллельно" 
каждое из них за полиномиальное время. И все-таки, одним из самых 
серьезных нерешенных вопросов математики является вопрос о том, 
верно ли, что P = NP, т.е. все, что с помощью НМТ делается за полиноми 
альное время, ДМТ в действительности также может выполнить за 
полиномиаль ное время (которое, возможно, выражается полиномом 
более высокой степени).
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Проблема (задача) коммивояжера

•  
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Сложность решения НМТ

•  
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Полиномиальные сведения слайд 
1/3

• Основной метод доказательства того, что 
проблему Р

2
 нельзя решить за полиноми 

альное время (т.е. Р
2
 не принадлежит P), 

состоит в сведении к ней проблемы P
1
 

относи тельно которой известно, что она не 
принадлежит P Данный подход представлен 
на рисунке.

327



Полиномиальные сведения слайд 2/3

•  
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Полиномиальные сведения слайд 
3/3

•  
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NP-полные проблемы
•  
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Теорема Кука

• Для доказательства, что некоторая 
проблема является NP-полной, сначала 
нужно показать, что она принад лежит 
классу NP, а затем — что к ней сводится 
любой язык из NP. 

• Теорема (теорема Кука). Проблема 
выполнимости булевой формулы NP-
полна.

• Доказательство: [1], раздел 10.2.3
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