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TresC wyktadu

1. Numeryczne rozwigzywanie rownan
(metody Newtona i siecznych).
2. Uktady rownan nieliniowych



Numeryczne rozwigzywanie rownan

Na ogotl pierwiastki réwnania nieliniowego:

fx) =0 (5.1)

nic dajg wyrazi¢ si¢ za pomocg wzoru analitycznego. Dlatego duze
znaczenie majg metody przyblizonego rozwigzywania rownan. Sa to
metody kolejnych przybliien picrwiastka czyli metody iteracyjne. Polegajg
one na tym, ze startujac od jednej poczatkowej wartosci pierwiastka czyli
punktu startowego xo konstruuje si¢ ciag punktow xi, x2, x3, ... zbiezny do
tego pierwiastka. W niektorych metodach potrzebne sg dwa pierwsze
przyblizenia pierwiasta. W metodach tych zadanie znalezienia
pierwiastkow uwazamy za wykonane, jesli potrafimy okresli¢ je z zadang
doktadnoscig 1 poda¢ oszacowanic bledu. Trzeba jednak pamictac, zc
wickszos$¢ metod przyblizonego rozwigzywania réwnan mozna stosowac
jedynie wtedy, gdy znany jest przedzial, w ktérym znajduje sie pojedynczy
pierwiastek, czyli tzw. przedzial izolacyi.



Numeryczne rozwigzywanie rownan

Do najbardziej popularnych metod znajdowania pierwiastkOw rdéwnan
nieliniowych zaliczamy metode bisekcji, metode regula-falsi, metode
siecznych, metode Newtona 1 jej modyfikacje [1, 4, 5,7, 8, 9, 10].



Metoda bisekcji

O funkcji f(x) z rownania (5.1) zaktadamy, ze:
1.jest ciggta na przedziale domknietym <a,b>;
2.w punktach a i b wartosci funkc;ji f(x) majg przeciwne znaki, tzn. f(a)f(b)<0;

W przypadku metody bisekciji (inaczej zwanej tez metodg potowienia)

nie musimy zaktada¢ monotonicznosci funkcji na przedziale domknietym
<a,b>. Metoda bisekcji znajduje jeden pierwiastek, nawet jesli w przedziale
<a,b> jest tych pierwiastkow wiele. Metoda nie korzysta z wtasnosci funkcji
| jej przebiegu wewnatrz badanego przedziatu - wystarcza jej informacja o
znaku funkcji na jego krancach. Stosujgc metode bisekcji pierwiastek
mozemy wyznaczy¢ z dowolng zadang doktadnoscig «.



Metoda bisekcji

Pierwszy krok metody bisekc)i polega na podziale przedziatu < a, 6>
na potowe punktem:

% ={e+D)/ 2.

Jezeli warto$¢ funkcji w tym punkcie jest bardzo bliska zeru ftj.
[f(x1)| <eps , to x; jest szukanym pierwiastkiem. W przeciwnym wypadku
z otrzymanych dwoch przedziatow < a, x;> 1 <xj, b> wybieramy ten, na
koncach ktorego funkcja f{x) ma przeciwne znaki tj.:

o jezeli fla)*f(x;)<0, wtedy a si¢ nie zmienia ale b=x/;
e W przeciwnym razie a=x;, podczas gdy b nie ulega zmianie.



Metoda bisekcj

W drugim kroku metody, wybrany do dalszych obliczen przedziatl,
ponownie dzielimy na polowe 1 dostajemy punkt:

x, =(a+b)/2.

Po raz kolejny badamy wartos$¢ funkcji f{x), tym razem w punkcie x;
1 znaki funkeji f{x) na koncach przedzialow oraz wybieramy jeden z nich
do dalszych obliczen tj:

o jezeli fla)*f(x2)<0, wtedy a si¢ nie zmienia, b=x;
e W przeciwnym razie a=x;, b si¢ nie zmienia.

W wyniku takiego postgpowania po pewnej liczbie krokow otrzymamy
cigg przedziatow takich, ze fla;) fib;) <0, przy czym a; oraz b; s3
odpowiednio poczatkiem 1 koncem i-tego przedzialu, a jego dlugos¢
WYNOoSi:

|bi—ai|=i,.(b—a). (2:2)

2

Lewe konce ciggu przedzialow tworza cigg niemalejgcy 1 ograniczony
z gory a prawe konce cigg nierosngcy 1 ograniczony z dotu, wigc z (5.2)
wynika, ze istnieje ich wspolna granica o. Ze wzgledu na stosowang
metod¢ obliczeniowa, ten sposéb znajdowania pierwiastkoOw nazywamy
metodg bisekeji (takze metodg polowienia lub metodqg rownego
podzialu).



Metoda bisekcji

Obliczenia konczymy gdy przedziat <a;b> jest juz odpowiednio maty
czyli: |bi-a;| < 2g poniewaz przyblizenie pierwiastka X =0.5(a + b)
spetnia najczescie) stosowane kryterium konca obliczen:

|)_c % | L.
gdzie x jest rozwigzaniem rownania.

Innym, ale stosowanym w ostatecznosci kryterium konca obliczen jest
sprawdzanie, czy wartos¢ funkcji w punkcie x; jest dostatecznie mala,
czyli |f(x;)| <eps .

Podstawowg zaleta metody bisekcji oprocz jej duzej prostoty 1 fatwe)
implementacji jest pewnos¢, ze w kazdej kolejnej iteracji szukany
pierwiastek lezy migdzy dwiema warto$ciami, dla ktorych funkcja fx)
zmienia znak. Zawsze wiec dojdziemy do szukanego rozwigzania. Jest to
metoda na ogo6t wolniej zbiezna niz metoda Newtona, ale nie oznacza to,
ze jest wolno zbiezna. Przy rozwigzywaniu wielkich ukladéw réwnan
linlowych potrzeba niekiedy wykona¢ kilkaset tysigcy iteracyi,
a w metodzie bisekcji aby zyska¢ 6 cyfr znaczacych wystarcza 20 iteracji.



Metoda bisekcji - przyktad

Przykiad 5.1.

Metodg bisekcji znalez¢ rzeczywisty pierwiastek roGwnania:
3 b
x+x-1=0
z doktadnoscig do 0.01.

Latwo sprawdzi¢, ze pierwiastek ten znajduje si¢ w przedziale <0,/>.
Mamy bowiem:

A0)=-1orazf{1)=1,
czylr:

S0)*A1)<0.

Pochodna: f'(x) = 3x% + 1 jest w przedziale <0, /> dodatnia oraz f{x)
jako wielomian jest funkcjg ciggly, zatem <0, /> jest przedziatlem 1zolacji
pierwiastka. Zadana dokladnos$¢ obliczen eps = 0.01.

Pierwszy krok obliczen:
a=0, b=1,
x;= (a+b)/2 = (0+1)/2 =0.5.
Wartos$¢ funkcji w znalezionym punkcie x;:

ftx1) = f0.5) = -0.375.



Metoda bisekcji - przyktad

Mamy f{x;) */(b)<0 wigc przyjmujemy:
a=x;=0.5,
b=1,
a poniewaz |b-a|>2eps to nalezy kontynuowac obliczenia.

Drugi krok obliczen:

a=0.5, b=1,
xX;=(a+b)/2 = (0.5+1)/2 =0.75
oraz:

J00) = [(0.75) = 0172,

Poniewaz f(a)*f(x,)<0 wigc:

a= 0.5,

b =x; = 0.75 1 ponownie |b-a|>2eps, czyli kontynuujemy obliczenia.

Trzeci krok obliczen:
a=0.5, b=0.75,
x3= (a+b)/2 = (0.5+0.75)/2 = 0.625
f(x3) = £(0.625) = -0.131.
Skoro f(x3) *f(b)<0 to:
a=x3= 0.625,
b = 0.75 1 nadal |b-a|>2eps.
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Metoda bisekcji - przyktad

W analogiczny sposob wykonujemy kolejne kroki. Obliczenia
konczymy po wykonaniu kroku 7 a znaleziony pierwiastek jest rowny
x7=0.6796875. Dokladne wyniki obliczen kolejnych przyblizen szuka-
nego pierwiastka dla pierwszych 7 krokdw umieszczone sg w tabeli 5.1.

Tabela S.1. Wyniki obliczen do przykladu 5.1

] Xi f(x,-) i Xi f(x,-)

1 0.5 -0.375 3 0.65625 -0.0611268
2 0.75 0.171875 6 0.671875 -0.0248299
3 0.625 -0.1308593 7 | 0.6796875 -0.0063138
4 0.6875 0.0124511
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Metoda regula falsi

Nazwa metody pochodzi od tacinskich stow: regula - linia i falsus -
fatszywy. Jest to zatem metoda fatszywego zatozenia liniowosci funkciji.
Zaktadamy, ze w rozpatrywanym przedziale <a,b> funkcja f(x) spetnia
zatozenia:

« jest funkcjg klasy C2 na przedziale domknietym <a,b>;

w punktach a i b wartosci funkc;ji f(x) majg przeciwne znaki, tzn.
f(a)f(b)<O0;

*  pierwsza pochodna funkcji f(x) ma na przedziale <a,b> staty  znak,
rozny od zera;

» druga pochodna funkcji f(x) ma na przedziale <a,b> staty znak,
rozny od zera.

Spetnienie wymienionych warunkéw gwarantuje zbieznos¢ metody oraz, ze
wewngtrz badanego przedziatu znajduje sie doktadnie jeden pierwiastek.

Z zatozen tych wynika, ze wykres funkcji y = f(x) moze miec€ jedng z
czterech postaci przedstawionych na rysunkach 5.1a 5.1d.

13



Metoda regula falsi

156 - Metody-numeryczne-w-przykiadachy

o >0 he . el
1 >0 i f1®)>0

) f'(x)<0
ot ") >0

Rys.-5.1.-Wykres-funkejif{x)-w-przedziale<a, d>-w-zaleznosci-od-znaku-pierwszej-
1°drugiej-pochodnej-funkcjiq
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Metoda regula falsi

Rozpatrzn{y przyplldek, gdwa)rzedziaie <a,b> pochodne f'(x) 1 f"(x)
sa dodatnie (rys. 5.2, dla pozostalych przypadkow rozumowanie jest
analogiczne).

Przez punkty A(a, fla)) 1 B(b, /(b)) prowadzimy cieciwe o rOwnaniu:
J(b)—f(a)
b—a

y—Jla)= (x —a).
Odcieta x; punktu, w ktorym cieciwa AB przecina os Ox, przyymuje si¢
jako pierwsze przyblizenie szukanego pierwiastka rownania (5.1). Stad:
X, =hat— j{a) (b-a).
J(b)—-f(a)
Jezeli |f(x1)|<eps (zadana doktadnosc), to oczywiscie x; jest szukanym
przyblizeniem pierwiastka « 1 zadanie jest zakonczone.
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Metoda regula falsi

Ax) Fio) >0
S"(x)>0

f(b)

0

a 7
f(x1) /
fla) /—C
A

Rys. 5.2. Interpretacja geometryczna metody regula falsi, jesli f'(x)>01/" (x) >0
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Metoda regula falsi

Zatozmy, ze |f(x1)| >eps. Jezeli przyblizenie x; nie jest wystarczajaco
doktadne, to przez punkt C(xi, f(x1)) oraz przez ten z punktow A, B,
ktorego rzedna ma przeciwny znak niz f(x;), prowadzimy nastepng
cieciwe (rys.5.2). Odcieta x2 punktu, w ktorym ta cigciwa przetnie os Ox,
da nam drugie przyblizenie pierwiastka a. Dla uproszczenia rozumowania
przyjelismy, ze f'(x)>0 oraz f"'(x)>0 w przedziale <a, b>, co
oznacza, ze funkcja y = f(x) jest wypukla 1 w kolejnych przyblizeniach
punkt B pozostaje nieruchomy. Dla funkcji f(x) takiej, ze f'(x)>0
1/7(x) <0 wprzedziale <a, b >, nieruchomy bylby punkt A. Jezeli
przyblizenie x» jest nadal niewystarczajace, to przez punkty B
1 D(x2, f{x2)) prowadzimy trzecig cigciwe, co daje nam trzecie
przyblizenie x3 itd.
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Metoda regula falsi

W ten sposob otrzymujemy kolejne wyrazy ciggu przyblizen
pierwiastka xi, x2, X3, ..., X, okreslonego wzorem rekurencyjnym:

By = By = By = OB gy Bl % m (5.3)
J(B) = f(x;)
Mozna wykazac, ze przy przyjetych zalozeniach ciag ten jest rosnacy
1 ograniczony, a wiec zbiezny oraz, ze jego granicg jest szukany
pierwiastek o. Jesli nieruchomy jest punkt B, to kolejne wyrazy ciagu
przyblizen sg mniejsze od o oraz f(xr ) < 0 dla kazdego k).

18



Metoda siecznych

Metode regula falsi mozna znacznie ulepszyé, jezeli zrezygnuje sig
z zagdania, aby w punktach wytyczajacych kolena cieciwe funkcja f(x)
miata rézne znaki, natomiast do wyznaczenia (n+1)-szego przyblizenia
wykorzysta si¢ punkty x, oraz x,.1. Wzdr (5.3) przyymic woéwczas postac:

_ _f(xn)(xn_xn—l) _
T ) ) TR

Metoda (5.7) nosi nazwe metody siecznych. Jej zbieznos¢ jest znacznie
szybsza, niz metody regula falsi. Niestety, zdarzajg si¢ przypadki, gdy
moze nie by¢ zbiezna, np. gdy poczgtkowe przyblizenia nie lezg
dostatecznic blisko pierwiastka. W metodzie tej istotne znaczenic ma
maksymalna graniczna dokladnos¢ wynikajaca z przyjete) arytmetyki. Gdy
bowiem rdznica x,+1 - X, jest tego samego rzedu, co oszacowanie bledu.
jakim jest obarczona, nastepne przyblizenie moze juz by¢ calkowicie
bledne.

(5.7)
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Metoda siecznych

Dlatego tez za dodatkowe kryterium przerwania iteracji nalezy
przyjmowa¢ wartosci | f(xn)| tak, aby tworzyly one ciag malejacy
(w koncowej fazie obliczen). Iteracja powinna by¢ przerwana, jezeli
roznica migdzy kolejnymi przyblizeniami zamiast male¢ zaczyna szybko
wzrasta¢. W takim przypadku nalezy przeprowadzi¢ powtorng lokalizacj¢
pierwiastka znacznie zawe¢zajac poczatkowy przedzial jego 1zolaci.

Przyktad 5.2.

Metoda regula falsi znalez¢ rzeczywisty pierwiastek roOwnania:

3x-cos x-1=0.

Badajac funkcje wystepujaca w rdéwnaniu mozemy stwierdzi¢, ze
w przedziale <0.25,0.75> ma ona dokladnie jedno miejsce zerowe
(w badanym przedziale f'(x) > 0). Kolejne przyblizenia obliczone wedtug

wzoru (5.3) znajduja si¢ w tabeli 5.2.

20



Metoda siecznych

Tabela 5.2. Wyniki obliczen do przykladu 5.2
Tabela 5.3. Wyniki obliczen do przykladu 5.3

Xi ﬂxi) .
a=0.25 -1.218912 T ~ )
b=075 0.518311 - 5
x1 = 0.600819 |-0.022416 > | 157142 136449
x> =0.607003-0.000352 3 1.70540 -0.24784
x3 =0.607100 [ -0.000006 4 1.73513 0.02920
x4 =0.607101 [ -0.000002 5 1.73199 0.000576
xs =0.607101 6 1.73193
Przykiad 5.3.

Stosujgc metode siecznych znalez¢ pierwiastek rownania;
x° +x%-3x -3 =0 w przedziale < 1, 2 >,

Funkcia wystepujgca w rownaniu ma w przedziale < 1, 2 > dokladnie

jeden pierwiastek. Kolejne przyvblizenia tego pierwiastka obliczann

zoodnie ze wzorem (5.7). Wyniki obliczen zapisane sq w tabeli 3. 3. o1




Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona-Raphsona, zwana takze metodq Newtona 1ub
metodq stycznych, nalezy do metod iteracyjnych. Dla zadania
jednowymiarowego, tzn. jednego rownania, w metodzie tej dla
znalezienia nastepnego punktu iteracji korzysta sie tylko z jednego
punktu startowego xo. Jesli wartos¢ funkcji dla x = x jest rozna od
zera, to w punkcie o wspotrzednych ( xo, f{xo)) prowadzi si¢ styczng
do wykresu funkcji (rys. 5.3).

Punkt przeciecia tej stycznej z osig Ox stanowi pierwsze przyblizenie x;
szukanego pierwiastka. Nastepnie w punkcie o wspotrzednych (xi, f{x1))
prowadzi si¢ kolejng styczng. Punkt przecigcia tej stycznej z osig Ox jest
drugim przyblizeniem pierwiastka x;. W ten sposéb otrzymuje sie kolejne
wyrazy ciagu przyblizen xi, x2, x3, ... .
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Metoda Newtona

Wzér rekurencyjny opisujacy obliczanie tych wyrazéw ma postac:

Xpu =X, +h,, B =—@, =0.L.... (5.8)
J'(x,)
lub piszac kroce;:
A RS (5.9)

X1 = X (x )a
¥
Y A

flxo)

flx1)

>
0 \%xz xl x()

Rys. 5.3. Interpretacja geometryczna metody Newtona-Raphsona
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Metoda Newtona

Obliczenia konczy si¢, gdy:
‘hk|:|xk”—xk|<eps. (5.10)
przy czym eps oznacza zadang z gory dokladnos¢ 1 jest oszacowaniem

bledu wartosci f(x )/ f'(x) .
Warto zauwazy¢, ze jezeli we wzorze (5.9) za f'(x,) wstawimy iloraz

SO ) %)

Xp=Xp

16ZNn1COwWy to otrzymamy metode siecznych.

Wybor punktu startowego xo jest bardzo istotny 1 moze decydowac
o zbieznosci ciagu kolejnych przyblizen. Jezeli wystartujemy odpowiednio
blisko od rozwigzania, wtedy metoda Newtona jest lokalnie kwadratowo
zbiezna czyli jej wyktadnik zhieznosci wynosi p=2, jesli ' (o) 0.
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Metoda Newtona

Wyktadnik zbieznosci metody iteracyjnej z definicji jest taka liczba p>1,
Ze.

p
ka+1 —aHScka —al , O0<c<oo.

Gdy ¢ ~1, to w metodzie Newtona, w kazdym kroku (z wyjatkiem
poczatkowych) podwaja sie liczba cyfr doktadnych w przyblizeniu
pierwiastka.

W metodzie siecznych wyktadnik zbieznosci wynosi:

\E+1

2 2

p:

skad wynika szybsza zbieznos¢ metody Newtona.
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Przyktad 5.4.

Zbada¢ z doktadnoscig do le-5 rozwigzanie rownania y=e” +2x+1
metodg Newtona wybierajac jako punkt startowy:

a) x0=0,

b) xo=5.

Dla badanej funkcj1 mamy:
f(x)=e"+2x+1
f'(x)=e"+2

Ad a)

Wykonamy obliczenia dla punktu startowego x0=0. Obliczamy
przyblizenia rozwigzania korzystajac z wzoru 5.8 1 wartosci funkcji
w obliczonych punktach:

_ o QR _ o WO _ o2 _
g = W IXEMKbN_O i - 07 3 0.666667.
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Wartos¢ funkcji w otrzymanym punkcie x1 wynosi:
N I = M- 0.666667K = 0.18008379.

Poniewaz ali{(l} )a> 1MW - 5 nalezy policzy¢ kolejny krok metody:

_ogy _ WM M- 0.6666670 _
o = 1 0 0 0.66666/ i 0- 0.666667 8 0.738316

Kontynuujac obliczenia otrzymujemy:

WM, N = M- 0.738316K = 0.00128692,

_ BmE _
Ty = W - gy = - 0738835,

RN = - 0.738835K = 0.00000100.

Po wykonaniu trzeciego kroku nastepuje koniec obliczen (osiggnieto
zadang doktadnos¢ 0.00001) a znaleziony pierwiastek wynosi:
x =-0.7388335.
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania
Ad b)

Podobne obliczenia wykonamy dla punktu startowego xo=3.
Otrzymujemy kolejno:

MHsE 159.413159

_ _ BRE g _ _
= Mo Il S W 50 9 150.413159 3.940165,
W N = H3.940165K = 60.3074059,

PR
%= 1 - gy = 2811385,

WX = HN2.8T1383K = 23.255709,

o EE
W= B - g = 1.563288,

WX = [1.563288K = 8.90107/2,

_ o RE _
My = W - g = 0249379,

WX = [#0.249379K = 2.781987,

28



Przyktady do samodzielnego rozwigzania

_ oy R
T = Wy~ s = — 0597954,

WAEEN = Wil- 0.597954K = 0.354403,

o WD
T = W~ gy = — 0736792,

RGN = - 0.736792 = 0.005063,
_ o W
Wy = W - gy = — 0738835,

WM, N = - 07388351 = 0.0000010.

Po wykonaniu siodmego kroku nastepuje koniec obliczen. Pierwiastek
wynosi: x = -0.738835.
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Przykiad 5.5.

Zbada¢ zaleznos¢ rozwigzania roOwnania od wyboru punktu startowego
w metodzie Newtona dla rownania:

xoy=e " +x"-2.

3.00 —

2.00 —

Wykres funkcji y(x) przedstawia rys.

1.00 —

0.00 —

-1.00 —

-2.00 —

Rys. 5.4. Wykres funkeji z przykladu 5.4.
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Badana funkcja ma dwa rzeczywiste pierwiastki x1 > 0 oraz x2 < 0. Wyniki
obliczen tych pierwiastkow z rozna dokladnoscia 1 dla roznych punktow
startowych (niekiedy bardzo odleglych od szukanych pierwiastkow)
zebrane sg w tabeli 5.4.

Tabela 5.4. Wyniki obliczen do przykladu 5.5

Xo -1.0 10.0 100.0
doktadnos¢ | 0.001 | 0.000001 | 0.001 | 0.000001 | 0.001 | 0.000001
liczba iteracji 2 5 6 7 10 11
-0.635 | -0.635 5.1 5.1 50.1 50.1
-0.534 | -0.543 2.74 2.74 25.02 25.02
-0.537 | -0.537 1.71 L71 12.5 12.5

-0.537 | -0.5373 1.36 1.369 6,35 6,35
-0.5372 1.31 1.317 3.33 3.33

1.3159 | 1.3169 1.95 1.95
1.3159 1.43 1.43
1.32 1:32
L33 1.315
1.3159 | 1.3159
1.315973
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Z tabeli 5.4 wynika, ze osiggni¢cie dokladnosci tysiac razy wickszej
wymaga wykonania tylko jednego kroku wi¢cej. Warto zwrdci¢ uwage na
to, ze wartos¢ kolejnego przyblizenia najbardziej zmienia si¢ w pierwszych
iteracjach. Wybor punktu startowego ma takze znaczenie - np. dla xo = -1
potrzeba 4 iteracyi, zas 11 iteracjr dla xo = 100.

W wyniku przeprowadzonych obliczen stwierdzono, ze wartos¢
pochodne] f°(x) poczawszy od drugiej iteracji zmienia Si¢
nieznacznic. Z wyrazenia na A wynika, ze pochodng f’(x) mozna
oblicza¢ z taka dokladnoscia wzgledna, z jaka oblicza si¢ A(x).
Mozna wiec nie wyznacza¢ f'(x) w kazdej iteracji. Znacznie
przyspiesza to proces iteracyjny (szczegdlnie dla ukladéw rownan
nicliniowych), nie wplywajac znaczaco na jego zbieznosc.
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Uproszczone wzory (5.8) przyjmujg postac:

2 =5, il b=t ) g (5.11)

S (x,)
Jesli poszukujemy pierwiastka rownania (5.1) metoda Newtona
w przedziale jego izolacji < a, b >, to warunkiem koniecznym zbieznosci
jest, aby punkt startowy xo znajdowat si¢ w tym przedziale. Metoda
Newtona zapewnia zbiezno$S¢ procesu iteracyjnego wtedy, gdy

w przedziale 1zolacj1 pierwiastka pierwsza 1 druga pochodna funkcji f(x)
nie zmieniajg znaku (rys. 5.1a-5.1d).

Punkt startowy xo nalezy wybiera¢ nastepujgco:
X0 = a, jesli f(x)f'(x) <0 -przypadek b)ic),
x0= b, jesli f(x)f'(x) >0 -przypadek a)id).
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Zwigkszenie czasu obliczen lub niemoznos¢ znalezienia pierwiastka ma
miejsce wowczas, gdy wybierzemy punkt poczatkowy:

X0 = b, jeslh f(x)f'(x)<0 -przypadek b)1c),
X0 = a, jeslt f(x)f'(x)>0 - przypadek a) 1 d).

Rys. 5.5 ilustruje przypadki niewtasciwego doboru punktu startowego xo
w metodzie Newtona, co moze doprowadzi¢ do znalezienia innego
pierwiastka (rys. 5.5a) lub przerwac obliczenia na skutek znalezienia
punktu x1 poza przedzialem okreslonosct funkcji (rys. 5.5b) lub
w nieskonczonosci (rys. 5.5¢).
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Przykilad 3. 6.

Stosujac rozne wzory iteracyjne rozwigzac rownanie x + In x = 0. Pokazac,
ze szybkos¢ zbieznosci zalezy od zastosowanego wzoru.

Metoda Newtona
Przyjmujemy:
e punkt startowy: 1,
e doktadnosc: 0.0001.
Znaleziony pierwiastek: x = 0.567143, liczba iteracji: 4.
Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze najszybsza zbieznoscig
charakteryzuje si¢ metoda Newtona, co jest zgodne z teorig.

35



Uktady rownan nieliniowych

W celu rozwigzania ukladu » rownan nieliniowych:

(fi(x,,x,..x)=0

<fz(xl,xz...xn):o (5.12)

oooooooooooooooooooooooo

S (x5, x,..x,) =0

metode Newtona-Raphsona uogodlnia si¢ na n-wymiardw.
Zb16r argumentOw xi, X2, X3, ... rozpatrujemy jako » - wymiarowy

wektor postaci: X =[x,,x,...x,|" . Analogicznie zbior funkcji fi, £, . ...

traktujemy jako n-wymiarowy wektor F =[ /., 7,... /. 1".
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Uktady rownan nieliniowych

Wtedy uktad rownan (5.12) mozna zapisa¢ w postaci:
F(X)=0, (5.13)
zas 1teracyjny wzor Newtona-Raphsona przyjmie postac:

{J(Xm)h =-F(X,)

514
X=X, +h ( )

gdzie h jest wektorem poprawki a J(X) jest obliczong dla X macierzq
Jacobiego:

of, 4 21
T, Py O
J(X)= C?f?_ Ufz é’fz
Fxy Oy ox,
7k 84 @4
dxy oy Oyl
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Uktady rownan nieliniowych

W przypadku ukltadu rownan problem zbieznosci jest trudniejszy, niz
w przypadku pojedynczego rownania. Dlatego bardzo wazne jest dobre
przyblizenie startowe.

Wzor (5.14) mozna tez zapisa¢ w postact:

JX )X, -X,)=-F(X,) (5.15)
Oznaczajac Z,,, = (X, , —X,) otrzymujemy:

JX)Z,,=-F(X,). (5.16)

z+1
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Uktady rownan nieliniowych

Algorytm rozwigzywania uktadu jest nastepujacy:

l.
2.

()]

Dla przyblizenia zerowego Xy obliczamy F(Xo) oraz J (Xo).
Stosujagc dowolng metode rozwigzywania rownan liniowych (np.
eliminacji Gaussa), rozwigzujemy uktad (5.16), otrzymujac
poprawke Z.;.

Sprawdzamy, czy Z; spelnia narzucony warunek dokladnosci
rozwigzania (||Z,|<¢). Jezeli tak, to przyblizenie zerowe jest

rozwigzaniem. W przeciwnym przypadku przechodzimy do kroku
czwartego.

Dodajemy poprawke Z; do Xy otrzymujac X; = Xo + Z;.

Z nowa wartoscia X wracamy do kroku 1, obliczajac kolejng
poprawke 1 nowe przyblizenie X, tak dlugo az zostanie spetniony
warunek doktadnosci.

W przypadku braku zbieznosci przerywamy wykonywanie algorytmu.
Wskaznikiem rozbieznosci jest wzrost lub oscylacja Z w kolejnych
iteracjach. Zwykle wystarcza wykonanie niewielkiej liczby iteracji w celu
zorientowania si¢, czy kontynuacja obliczen jest celowa. Jesli nie, to
nalezy zada¢ nowe warunki poczatkowe lub zastosowac¢ inng metodg.
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Przyktad 5.7.

Znalez¢ dwa pierwsze przyblizenia rozwigzania ukladu rownan postaci:

Si(x,x,) = x12 _2x22 =0,
Jo(x,x6,) =2xx, =3=0.

Obliczemia wykonaC z dokladnoscia eps=0.001. Jako przyblizenie
poczatkowe przyjac¢ wektor:

13
X,=| |
11

, -0,73
Obliczamy F(X,)= {

J(X):[le —4x2}

2x, 2x

} , a nast¢pnie tworzymy macierz Jacobiego:

b
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Zatem:

26 —4.4
J(X,)= 22 26

Rozwigzujemy uktad réwnan (np. metoda eliminacji Gaussa):
J(X )Z FCX.) ¥ 2,6 441 A, —-0,73
=— , czyli: =—
o o 100 26 h, ~0,14

i otrzymujemy poprawke Z1=[hq, h;]'=[0,1529 -0,0755].
Obliczamy:

13 0,1529 1,4529
X =X,+Z, = + = .
L1 -0,0755 1,0245

1 sprawdzamy warunek zakonczenia obliczen:
HZIH =0.1706 > 0.001.
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Kryterium konca nie jest jeszcze spelnione, wobec czego wykonujemy
druga iteracje:

F(Xl):{ 0,0120 }

~0,0231

(X.)= 29058 —4,0978
12,0489 29058 |

Rozwigzujemy uktad rownan:

. [2,9058 —4,0978][ A, 0,0120
J(X,)Z, =-F(X,), czyli: = —
2,0489 29058 || A, -0,0231

i otrzymujemy poprawke Z>=[ho. hi]*=[0.0036 0.0054].

42



Przyktady do samodzielnego rozwigzania

Obliczamy:
1,4565
X, =X,+Z, =
1,0299

1 ponownie sprawdzamy warunek zakonczenia obliczen:
|Z,| = 0.0065 > 0.001.

Obliczenia kontynuujemy do momentu kiedy |Z,| <0.001.

Dokladnym rozwiagzaniem ukladu jest:

X, = = ~ 1,45648, x, = 3 ~ 1,02988.

V2 242
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Dziekuje za uwage
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